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1 Introduccién

Los modelos matematicos son una de las herramientas utilizadas hoy en dia
para el estudio de problemas en epidemiologia que permiten describir, explicar y
predecir fenémenos y procesos en dicha area. Son muy importantes para el estudio
de enfermedades, en la mayoria de los problemas de enfermedades infecciosas no
es factible la experimentacion por un alto costo o por un gran riesgo. Por lo
tanto, es pertinente proponer un modelo que describa de manera adecuada las
caracteristicas basicas de la enfermedad y posteriormente usarlo para analizar
cambios especificos. Ademés, los modelos permiten entender la dindamica de una
enfermedad infecciosa bajo diferentes escenarios.

Daniel Bernoulli en 1760 desarroll6 un modelo matematico explicito para una
enfermedad infecciosa (en [1| se muestra el modelo con una interpretacion moder-
na). Mas tarde, en 1927, Kermack y McKendrick formularon un modelo mateméti-
co general y complejo para describir la epidemia de peste en la ciudad de Bombay,
India en 1906 [2]. Ellos plantearon un modelo que divide a la poblacion en clases
segln sea el estado de los individuos frente a la infeccion, a saber: Susceptibles,
Infectados y Recuperados (SIR). Este modelo bésico se ha modificado para
incorporar una poblaciéon de expuestos o factores que intervienen en diferentes
procesos infecciosos. Estos modelos evolucionan en el tiempo segiin un sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales acopladas. Estos sistemas no tienen solucién
analitica; para conocer la evoluciéon de la epidemia a largo plazo, es necesario
utilizar métodos de aproximacion numérica o hacer un analisis cualitativo.

El proceso de formulacion de este modelo lleva a proponer hipotesis, crear
variables y anadir parametros que tienen una interpretacion fisica; ademas de un
posterior analisis conceptual del niimero basico de reproduccion Ry que determina
el comportamiento de la enfermedad.

En el modelo SIR, cuando los individuos infectados dejan de estarlo, se vuel-
ven inmunes a la enfermedad y pasan al estado recuperado (como la rubéola, el
sarampion, etc.). En algunas enfermedades (como el VIH, la varicela, entre otras)
existe un periodo de tiempo (periodo de latencia) durante el cual el individuo
infectado no tiene la capacidad de transmitir la enfermedad; a lo largo de dicho
periodo se dice que el individuo esté expuesto, y la inclusion de la poblacion ex-
puesta describe mejor el modelo. Las siguientes hipotesis son comunes a estos
modelos; (1) la enfermedad se transmite por contacto directo entre un individuo
infectado y uno susceptible; (2) la enfermedad se transmite inmediatamente des-
pués de producirse el contacto directo; (3) todos los individuos susceptibles tienen
la misma probabilidad de ser infectados.



El proposito de estos modelos es el de proporcionar herramientas al correspon-
diente gestor para que pueda adoptar las politicas sanitarias (establecer mecanis-
mos eficientes y protocolos sanitarios de seguimiento y control) necesarias en caso
de que se produzca una epidemia.

En este trabajo se estudia el progreso de una enfermedad infecciosa en una
cierta poblacién, planteado como un problema de la teoria de control. Se divide
a los individuos en cuatro compartimentos diferentes relevantes a la enfermedad.
Estas son S Susceptibles, E Expuestos, I Infectados y R Recuperados
(SEIR). Se propone controlar la expansion de la enfermedad con el uso de una

vacuna, es decir, se estudia la politica de vacunacion 6ptima en el modelo epide-
miologico SEIR.

En el segundo capitulo se presentan de manera preliminar algunos conceptos y
resultados bésicos de la teoria de los sistemas dindmicos. Conceptos fundamenta-
les del caculo variacional que ayudarén a introducir a la teoria de control 6ptimo.
Posteriormente se enuncia el principio del maximo de Pontryagin y se demuestra
en un caso particular.

En el tercer capitulo se estudia el modelo SEIR, el planteamiento de un pro-
blema de control para dicho modelo, la estabilidad, la propiedad de controlabilidad
y la aplicacion del principio del méaximo de Pontryagin.

En el cuarto capitulo se muestran algunos resultados numéricos de lo estudia-
do con antelacion, cuya implementacion esta hecha en MATLAB.



2 Preliminares

2.1. Sistemas Dinamicos

En su acepcion corriente un sistema dindmico consiste en un conjunto de mag-
nitudes medibles que evolucionan con el tiempo. Los sistemas se pueden carac-
terizar por ecuaciones diferenciales, las cuales describen la dindmica de ciertos
subprocesos que ocurren en la realidad, por ejemplo la velocidad de crecimien-
to de cierta poblaciéon en un intervalo de tiempo. En esta seccidon se estudia de
manera general los sistemas de ecuaciones diferenciales, los conceptos béasicos y
procedimientos usuales para resolverlas o dar una descripcion cualitativa del com-
portamiento de las soluciones. Para un tratamiento més detallado de lo descrito a
continuacion consultar [3H5], de donde se tomaron algunos parrafos textualmente.

2.1.1. Sistemas lineales

Un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden en n funciones desco-
nocidas x(t), za(t), . .., x,(t) puede ser escrito en términos de las derivadas de n
variables dependientes como sigue

ZL’l(t) = fl(t,xl,l‘g, P ,l’n),
.I'Q(t) :fg(t,l'l,.fg,...,xn), (21)

l’n(t) = fn(t, L1,y ... ,l‘n).

Definicion 2.1.1. Si cada una de las funciones f;(t,x1, 29, ..., x,) coni =1,2,.....n
en es lineal en las variables dependientes x,,, es decir,

fz(t, T1,T9y ... ,l’n) = (lll(t)l‘l(t) + Cllg(t)l’g(t) + -+ aw(t)xl(t) + bz(t),

donde a;; y b; con i,5 = 1,...,n, son funciones arbitrarias de t, entonces el
sistema de ecuaciones se denomina un sistema lineal de la forma
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jfl (t) = all(t)xl(t) + alg(t)l‘g(t) + -+ &1n(t)$n(t) + bl (t),
To(t) = ag1(t)z1(t) + aga(t)za(t) + - - - + ag,(t)zn(t) + ba(t), (2.2)

Tn(t) = an1(t)z1(t) + ana(t)z2(t) + - - - + ann ()2, (t) + by(t).

Si las a;j son constantes, se dice que el sistema tiene coeficientes constantes;
en caso contrario, tiene coeficientes variables. St cada b; = 0 se dice que el sistema
es homogéneo; en caso contrario, no es homogéneo.

Cuando se trabaja con sistemas lineales es conveniente emplear la notaciéon
matricial. Si se usa la notacion del sistema ([2.2]) se puede escribir en la forma:

x(t) = A(t)x(t) + b(t), (2.3)
donde
1(t) z1(t) 21 (t)
To(t Ta(t 2 (T
x(t) = :( ) . x(t) = ( ) , b(t) = ( ) y
T (1) T (1) bn(t)
an(t) &12(t) Ce aln(t)
Alf) = aglz(t) a22:(t) ) aQn:(t)
ap1(t)  ana(t) ... apn(t)

Los vectores x(t) y x(t) tienen como entradas funciones reales de una variable
y la matriz cuadrada A(t) se llama matriz de coeficientes, ademés se asume que
las a;;(t) v las b;(t) son funciones continuas en cierto intervalo. La ventaja de la
notaciéon matricial es que ayuda a ver similitudes entre los sistemas de primer
orden y las ecuaciones lineales de primer orden. Trabajar con matrices propor-
ciona también algunas herramientas algebraicas ttiles que serdn presentadas méas
adelante.

Una soluciéon del sistema (2.3) en un intervalo I = [a,b] es una funcion
vectorial x(t) definida en I y con valores en R™ que cumple

Ti(t) = filt,x1, 20, ..., Ty),

paracadate lei=1,2,... n.
Para garantizar la existencia y unicidad de las soluciones del sistema lineal, se
necesita el siguiente resultado.
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Teorema 2.1.1 (Existencia y unicidad). Sea E un subconjunto abierto de R™ que
contiene a xq y suponer que f € C1(E). Entonces existe a > 0 tal que el problema
con valor inicial

x = f(x)
x(0) = xg

tiene solucion unica x(t) en el intervalo [—a,al .

Demostracion. Se puede consultar en [4]. O

2.1.2. Matriz exponencial y algunas propiedades

Considerar la ecuacion diferencial de primer orden lineal homogénea con co-
eficientes constantes @(t) = ax(t) con x : I C R — Ry a € R, la soluciéon
general es la funcion x(t) = ke® con k una constante arbitraria. Cualquier solu-
cion de esta ecuacion se obtiene como combinacion lineal de la solucion e®*. Como
e #£ 0, Vt € R entonces {e*} es el conjunto fundamental de soluciones y la
matriz fundamental es ®(t) = [e*'] de tamano 1 x 1.

Un método para encontrar las soluciones de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales lineales con coeficientes constantes, es utilizar la matriz exponencial.

Definicion 2.1.2 (Matriz exponencial). La matriz exponencial de una matriz A
de tamano n X n con coeficientes constantes estd definida por

t2 t3 ARtk
At 2 3

(2.4)

La matriz exponencial cuenta con algunas propiedades, como las siguiente:
» ¢ =1, donde 0 es la matriz cero de tamanao n x n e I es la matriz identidad
de tamano n x n. Esto es facil de ver usando la definicion [2.4]

» Si A y B conmutan, es decir, AB = BA, entonces eA*B = e¢2eB (se de-

muestra en [A.0.1]).

» La matriz inversa de et es e AL,

Lema 2.1.1. Sea A una matriz cuadrada, entonces

Demostracion. Se puede consultar en [A.1] ]
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Teorema 2.1.2 (Teorema fundamental para sistemas lineales). Sea A una matriz

de n x n con coeficientes constantes y X(t) = eAL.

1. La solucion unica del sistema homogéneo

x(t) = Ax(t), (2.5)
x(0) = xo,
: x(t) = X(t)xg = e*'xy. (2.6)

2. La solucion unica del sistema no homogéneo

x(t) = Ax(t) + b(t), (2.7)
x(0) = xo,
x(t) = X)X 1(0)x —|—/0 X ()X !(s)b(s)ds, (2.8)

donde X71(0) =1 es la matriz identidad de tamario n x n.

Demostracion. Se puede consultar en [A.2] O

2.1.3. Plano fase

Una técnica muy usada para entender el comportamiento de un sistema di-
namico es el diagrama fase (vea |3]| para mayor detalle), que ofrece informacion
cualitativa acerca de los sistemas. En palabras mas formales, un diagrama fase es
una coleccion de trayectorias que representan las soluciones de ecuaciones en el
espacio fase y proporciona informaciéon sobre los comportamientos transitorios de
las soluciones.

Para analizar un sistema dinamico, es importante determinar los puntos de
equilibrio.

Definiciéon 2.1.3 (Punto de equilibrio). Un punto X € R™ es un punto de equili-
brio de x(t) = f(x(t)) si f(x) = 0.

Asi pues, en cada punto del diagrama fase, la velocidad de fase indica la di-
reccion de la tangente a la curva de evoluciéon que pasa por este punto. En los
puntos donde la velocidad de fase es cero, no hay curva que pase a través de ellos.
En esos casos, el estado es constante.

Existen muchas ecuaciones diferenciales cuya soluciéon no es posible obtener de
manera analitica. Una forma de abordar estas ecuaciones es el uso de métodos nu-
méricos. Otro enfoque es utilizar la geometria del campo vectorial para encontrar
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soluciones especiales de los sistemas lineales. Considerar el sistema mas simple, es
decir, un sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes de la forma:

x(t) = Ax(t),
donde A es una matriz de tamafio 2 X 2 y x(¢) un vector de 2 x 1.

Se buscan soluciones de la forma x(t) = ve*, es decir, examinar las solucio-
nes usando los valores y vectores propios asociados a la matriz A. A partir del
conocimiento de los valores propios se hace una clasificaciéon sobre los distintos
tipos de comportamiento que tienen las soluciones de los sistemas (para un tra-

tamiento mas profundo se puede consultar Differential Equations and Dynamical
Systems [4]).

Ejemplo 2.1.1 (Modelo depredador-presa).

Supdngase que x(t) representa el nimero de depredadores en el tiempo t, y
y(t) es el nimero de presas que compiten por el mismo recurso. Cada especie
evoluciona por si misma, de acuerdo con un modelo de crecimiento logistico de
poblacion. El siguiente sistemas de ecuaciones diferenciales modela este fenomeno

z(t) = 2z (1 - g) — xy,

i(t) = 3y (1 . %) — 2zy.

La interaccion de las dos especies es modelada por los términos xy. Por ejem-
plo, el efecto de la poblacion y(t), sobre la razén de cambio de x(t), estd determi-
nado por el término —xy en la ecuacion (t). Este término es negativo ya que se
asume que las dos especies compiten por los mismos recursos. De manera similar,
—2xy define el efecto de la poblacion x(t) sobre la razén de cambio de y(t). Como
x(t) y y(t) representan poblaciones, es intuitivamente claro que las soluciones y
las condiciones iniciales se encuentren en el primer cuadrante del eje coordenado.

Primero se encuentran los puntos de equilibrio igualando a cero el lado de-
recho de las ecuaciones diferenciales y despejando z(t) y y(t) en los sistemas de
ECUaciones

2:3(1—%)—1@:0,

3y<1—%>—2xy=0,

0, de manera equivalente

y(3—y—2z)=0.
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La primera ecuacion se cumple si x = 0 0 st 2 —x —y = 0, y la sequnda
ecuacion de satisface siy =0 03—y —2x = 0. Si x = 0, entonces la ecuacion
y = 0 proporciona un punto de equilibrio en el origen, y la ecuacion 3—y—2x = 0 lo
da en el punto (0, 3). Si se resuelve de manera simultinea el sistema de ecuaciones
se obtiene los puntos de equilibrio (0,0), (0,3), (2,0), (1,1).

Con ayuda del campo de direcciones es posible comprender el comportamien-
to general de las curvas solucion, si se toman suficientes soluciones es posible
bosquejar el plano fase como se muestra en la Figura (2.1)).

Figura 2.1: Plano fase.

Aunque el plano fase representa una manera de visualizar las soluciones de los
sistemas, no se tiene informacion de lo que ocurre con la variable independiente,
en nuestro caso el tiempo t. Las grdaficas de x(t) y y(t) se muestran en las siguientes
figuras (obtenidas en [3| p. 167):

X,y X,y
+ 3
2 x(t y(t
2
1-_
1
y(1) &
t t— ¢ 4 { t +— ¢
4 8 5 10 15

Figura 2.2: Las graficas x(t) y y(t) para dos soluciones con condiciones iniciales cercanas.
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2.1.4. Linealizacién y estabilidad para sistemas no lineales

Las herramientas de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales son habi-
tualmente utilizadas para analizar la evoluciéon de un sistema dinamico debido a
que, sin conocer la solucién analitica, es posible describir el comportamiento local
del sistema a partir del conocimiento de los puntos criticos. En ocasiones, cuando
aparece la no linealidad en los sistemas, una aproximacién lineal permite analizar
a una funciéon dada alrededor de un punto (linealizacion). Ademaés es de interés
que un punto de equilibrio sea estable, es decir, si se empieza cerca de un punto
de equilibrio, la soluciéon permanezca cerca de dicho punto.

Para los sistemas dindmicos se emplea un criterio de clasificacion el cual esta-
blece que para las ecuaciones de evolucion la variable temporal ¢t puede aparecer o
no en dichas ecuaciones. Un sistema es auténomo cuando sus ecuaciones de movi-
miento contengan implicitamente el tiempo y es no auténomo en caso contrario.

Para los conceptos e ideas planteadas a continuacién se consideran sistemas
de ecuaciones diferenciales en R2.

La idea del proceso de linealizaciéon es aproximar el sistema no lineal por
medio de un sistema lineal apropiado para condiciones iniciales cerca del punto
de equilibrio.

Sea el siguiente sistema no lineal auténomo dado por:

i(t) = f(z,y), (2.9)

y(t) = g(z,y),

con condiciones iniciales x(to) = xo, y(to) = Yo
Suponer que (zg,yo) es un punto de equilibrio para el sistema. Para estudiar

el comportamiento con las soluciones cerca de (xg, o), se linealiza el sistema al-
rededor de (zo,yp). Considerar las siguientes variables nuevas

U= — T,

UV =Y — Yo,
que llevan el punto de equilibrio al origen. Si x y y estan cerca del punto de
equilibrio (xg,yo), entonces u y v tienden a 0.

Comozrz =u-+x9gyy=v—1yyy los valores xg, yo son constantes, el sistema
(2.9) escrito en términos de u y v es

u:jj(t):f(x7y):f(x0+uuy0+v>a (21O>
0=9(t) = g(z,y) = g(xo + u,yo + v).

Siu =0 =w, el lado derecho de este sistema desaparece, y se ha movido el punto
de equilibrio al origen en el plano uv.
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El calculo diferencial permite estudiar una funcién analizando su “mejor aproxi-
macion lineal” dada por el plano tangente en el caso de funciones de dos variables.
Aplicando la serie de Taylor para f(xg + u,yo + v) y g(xo + u,yo + v) alrededor
del punto de equilibrio (xg, yo) se tiene

0 0

e+ un+0) = fan o) + |5 Sam)| ot |5 w0+ 002, 2,

0 0
9(o + u, yo +v) = g(wo,y0) + {%9(%7 yo)] u+ [ﬁ_yg<x0’ yo)] v+ O(u®, v, uv).
Si los término cuadréticos, incluidos en el término O(u?, v?, uv), son despreciables
con respecto a los términos lineales y, debido a que f(zg,y0) = 0 = g(x¢, yo) son
puntos de equilibrio se obtiene el sistema lineal

U= {%f(xo,yo)} u+ [a%f(wo,yt))] v,

U= [é%g(xo,yo)} u+ L%g(xo,yo)] v.

Por lo tanto, el sistema anterior se puede reescribir de manera vectorial como

U B %(ﬂﬁo,yo) (%f(xmyo) uy Uu

. - P 9 |(xo,yo) ’ (211)

v 2z9(@o0) 7 9(w0.y0) v v

donde
le] o)
3. f(@o,y0) 3. f(x0,y0)
ox o]
‘(10790) - ! (2'12)

0 0
52 9(x0.90) 3_yg(10»y0)a

es la matriz jacobiana del sistema en el punto de equilibrio (x,, yo).
En [3] se hace la siguiente clasificacion de los puntos de equilibrio.

Si todos los valores propios de la matriz jacobiana son nimeros reales nega-
tivos o nimeros complejos con parte real negativa, entonces (u,v) = (0,0) es un
sumidero para el sistema lineal y todas las soluciones se acercan a (u,v) = (0,0)
cunado t — oo. Para el sistema no lineal, las soluciones que empiezan cerca del
punto de equilibrio (z,y) = (x0,%0) se acercan a éste cuando t — oo. Por lo
tanto, se dice que (zg,yo) es un sumidero. Si los valores propios son complejos
(parte real negativa y parte imaginaria distinta de cero), entonces (xg, o) es un
sumidero espiral.

De manera similar, si la matriz jacobiana solo tiene valores propios positivos o
complejos con parte real positiva, entonces las soluciones con condiciones iniciales
cerca del punto de equilibrio (zg,y) tiende a alejarse de éste cuando t crece. En
este caso, para un sistema no lineal el punto (zg,yo) es llamado fuente. Si los
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valores propios son complejos (parte real positiva y parte imaginaria distinta de
cero), entonces (zg, yp) es una fuente espiral.

Por ultimo, si la matriz jacobiana tiene un valor propio positivo y uno negativo,
entonces el punto de equilibrio (xg, %) es un punto silla. De manera anéloga,
cuando se tiene un sistema lineal con un punto silla en el origen, hay dos curvas
de soluciones que se acercan al punto de equilibrio cuando ¢ se incrementa y otras
dos que también se aproximan a dicho punto conforme ¢ decrece ( [3] p. 414).

La siguiente tabla (obtenida en [3] p. 313) esboza la dinadmica del sistema
linealizado en el plano fase para los diferentes puntos mencionados a partir del
conocimiento de los valores propios de la matriz jacobiana.

Tipo Eigenvalores " Plano fase Tipo Eigenvalores Plano fase
Punto silla A <0 <Ay //. \\. Sumidero espiral r=a+ib
\\ // a<0,b#0

Sumidero Al <Az <0 Fuente espiral A=azxib

4 a>0,b#0

4
Fuente O<i<h Centro A= kib

b#0
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El teorema de Hartman-Grobman, garantiza que, en condiciones apropiadas,
en una vecindad del punto de equilibrio las propiedades cualitativas del sistema
no lineal se conservan por la linealizaciéon. Las condiciones se refieren a la hiper-
bolicidad del punto fijo.

Definicion 2.1.4. Un punto fijo de un sistema de ecuaciones diferenciales es
hiperbolico si la matriz jacobiana calculada en ese punto mo tiene valores propios
wguales a cero o son 1Maginarios puros.

Formalmente el resultado de Hartman-Grobman es el siguiente:

Teorema 2.1.3. Si X es un punto fijo hiperbdlico de X = f(x), x € R™ enton-
ces existe un homeomorfismo h definido en alguna vecindad N de x en R™ que
manda orbitas locales del sistema no lineal hacia el sistema lineal. La funcion h
preserva el sentido de las orbitas que también puede ser elegido para de preservar
la parametrizacion por el tiempo.

La “estabilidad de Lyapunov” esté relacionada con el comportamiento de las
trayectorias de un sistema, cuando su estado inicial se encuentra cerca de un punto
de equilibrio. Desde la perspectiva préactica este punto es importante, debido a que
las perturbaciones que afectan a un sistema tienden a separarlo del equilibrio.

Los puntos de equilibrio son estables si todas las soluciones que se encuentran
en sus cercanias permanecen proximas del punto, mientras que se consideran asin-
toticamente estables si las soluciones ademés de permanecer cerca, tienden hacia
éste cuando t — oo. En caso contrario, el punto de equilibrio sera inestable.

Definicion 2.1.5 (Punto de equilibrio estable). Sea ¢, la trayectoria del sistema
de ecuaciones definida para cada t € R. Un punto de equilibrio xq de
es estable si para cada € > 0 eziste un 6 > 0 tal que para cada x € Ng(xq) yt >0
se tiene

¢t S NE(X(]).

El punto de equilibrio x es inestable si no es estable. x, es asintétitamente
estable si existe un § > 0 tal que para cada x € Ns(xg) se tiene

Hm ¢t(X) = X,
t—o00

donde la trayectoria ¢, representa la soluciéon del sistema dada a partir de
la condicion inicial x(ty) = Xo en el instante de tiempo ¢ = t;. Para mas detalle
se puede consultar [4,06].

El siguiente criterio permite establecer la estabilidad del sistema a partir del
signo de los valores propios de la matriz jacobiana.
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Teorema 2.1.4 (Lyapunov (1892)). Considerar un sistema dindmico definido por
x =f(x), x e R",

donde f es suave. Si se supone que el sistema tiene un punto de equilibrio Xq y
se considera la matriz jacobiana J de f(x) evaluada en el punto x¢. Entonces X
es asintoticamente estable si y solo si todos los valores A, Aa, ..., A, de J tienen
parte real negativa (Re A < 0).

Las demostraciones de los teoremas (2.1.3) y (2.1.4)) se omiten en este trabajo,
los detalles técnicos se pueden consultar en [4-7].

Ejemplo 2.1.2. A continuacion se muestra el proceso de linealizacion de un siste-
ma general para el estudio de su estabilidad. Sea un sistema no lineal y auténomo
que modela el movimiento de un péndulo amortiguado.

z(t) =v, (2.13)
y(t) = —y —sinzx.
Para encontrar los puntos de equilibrio se tiene que:
w(t) =y=0,
y(t) = —y—sinz =0.

Sty =0, entonces se buscan los valores de x tales que sinx = 0. La funcion sinz
tiene un periodo de 21 y se anula en +m,+2m, +3m, ..., entonces sinx = 0 <
x =nm Vn € Z. Por lo tanto, los puntos de equilibrio de son

(z,y) = (0,0), (£m,0), (£2m,0), (+3x,0), ete.

Notar que se tiene una infinidad de puntos de equilibrio. Suponiendo que se quiere
estudiar las soluciones cercanas al punto (z,y) = (0,0) se utiliza el método de
linealizacion. La matriz jacobiana cerca del origen es

I Lo B < 0 1 ) B ( 0 1 )
0,0) — o) 0 - - o -\ _ . :
(0,0) 22 a_Z 00 cosx —1 0.0) 1 —1

En este caso, el sistema linealizado es

T €T 0 1 x
) :J|(0,0) - ’
Y y -1 -1 y
07
i(t) =y, (2.14)
y(t) =—y— .

Calculando los valores propios de la matriz jacobiana:

= (“N(=1=X) = (D)(=1) =+xr+1=0.

p(\) = det(J — \I) = “A L ‘

-1 —1-2A
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Resolviendo A\ + X\ +1 = 0, se obtienen los siquientes valores propios

Como los valores propios A1 y \o son niumeros complejos con partes reales
negativas el punto de equilibrio para el sistema no lineal es un sumidero espiral.
Aplicando el teorema se concluye que el punto (xg,yo) = (0,0) es asintd-

ticamente estable.

En la Figura se muestra el plano fase del sistema mno lineal ,
mientras que la Figura[2.3(b) (obtenida en [3] p. 409) muestra el plano fase del
sistema linealizado , cerca del punto de equilibrio (0,0).

(a) Figura 1. (b) Figura 2.

Figura 2.3: Plano fase del sistema no lineal y el sistema linealizado.
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2.2. CaAlculo Variacional

El propoésito de esta seccion es proporcionar los conceptos fundamentales del
calculo variacional, analizar su problema basico, plantear problemas con restriccio-
nes y posteriormente relacionarlo con el problema bésico de la teoria de control.
El problema central del calculo variacional es analogo a uno de los problemas
més importantes del calculo diferencial. Este consiste en optimizar una funcion
(encontrar méximos o minimos), en caso de existir, a la que se le han impuesto
ciertas restricciones en una region dada. Para un tratamiento més detallado de
lo descrito a continuacion consultar [8-10], de donde se tomaron algunos parrafos
textualmente.

2.2.1. Formulacién del problema de cailculo variacional

Para formular el problema de forma general, es necesario establecer algunos
conceptos fundamentales. Sea t la variable independiente que representara el tiem-
po vy x la variable dependiente.

Sean tg, t; € R tales que ty < t;. Considerar el siguiente conjunto de funciones:

Q={z:[to,t1] > R|z € C*([to,t1]) } - (2.15)

Definicion 2.2.1 (Funcional). Un funcional es una aplicacion, cuyo dominio es
un conjunto de funciones, y cuyo rango es un subconjunto de R, por ejemplo:

J:Q =R,
r— J(x).

A continuacion se define el problema de calculo de variaciones para el caso
escalar con extremos fijos.
Sea F[t,z(t),2(t)] € C*([to, t1]) una funcion tal que

Fl[to,tl]XRXR—)R.

Considerar el siguiente funcional:

J(z) = / Pl (), #(0)dt,

to

donde i(t) es la derivada de z(t) con respecto a t.

El problema que se quiere resolver es el de encontrar una funcion z*(t) con
primera y segunda derivada continua en [tg, ;] tal que x*(ty) = zo y 2*(t1) = 1,
con xy y x1 dados de tal forma que el funcional J(z) alcance el valor minimo (o
el valor maximo).

La funcion F[t,z(t),2(t)] se le conoce como Lagrangiano asociado al funcional
J(z).
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El problema, por tanto, en el caso de minimizacién es:

min J(z) = / Pl (), #(0)dt, (2.16)

z€EQ to
con xz(ty) = zg, x(t1) = 1,
donde 2 esta definido en ([2.15)).

Definiciéon 2.2.2. Se dice que x(t) es una funcion admisible para el Problema
2.16]), si verifica que

x €€, x(ty) = w0, y x(t) = 1.

Por lo tanto, para este problema, el conjunto factible (o el conjunto de
funciones admisibles) es

v = {I’ e | (L’(to) = Xy, l‘(tl) = Il} . (217)

Considerar el minimo (o el maximo) de la funcion objetivo, es decir del fun-
cional objetivo, no supone ninguna pérdida de generalidad, debido a que

min J(x), es equivalente a max [—.J(z)],
el elemento x que minimiza J(z) es el mismo x que maximiza [—J(x)].

Ejemplo 2.2.1 (El problema de la braquistocrona).

Cldsicamente, este problema se enuncia como:

“Se requiere la forma de la curva que une dos puntos fijos A y B en un plano
vertical de modo que una particula se deslice por una curva (bajo el efecto de la
gravedad y sin friccion) y viaje de A a B en un tiempo minimo”.

Este problema no tiene una solucion trivial; la linea recta de A a B no es la
solucion (esto también es intuitivamente claro, ya que si la pendiente es alta al
principio y la particula toma una gran velocidad es razonable que el tiempo de
viaje pueda reducirse). Para plantear el problema en términos matemdticos, se
considera el esquema que se muestra en la Figura[2.4), de modo que A es el punto
(0,0), y B corresponde a (xo, o).
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A (O, 0) o
—
gravedad :
Yo +---------------- '
y B (x0,%0)

Figura 2.4: El problema de la braquistécrona

Supongase que la particula se libera desde el reposo en A y, por la conservacion
de la energia se tiene que

1
imzﬂ —mgy =0, (2.18)

donde v es la velocidad de la particula con cierta masa m. Por lo tanto, la velocidad
esta dada por

d
o=, 219)

donde s denota la longitud del arco a lo largo de la curva.
Por el Teorema de la funcion inversa se tiene que

11 dt
$(t)  ds  ds’
dt

ademds ds = \/1 + (y)°dx.
A partir de la relacion entre la velocidad de la particula y la longitud total
(arco) recorrida se tiene que el tiempo total de descenso T esta dado por

=0 0 g s (N1 o1 1+ (y)”
T:/ dt:/ ,—:/ —:/ —/1+ y2dx:/ dz.
0 o S(1) o U o U (9) 0o V2g Y

El problema es encontrar la trayectoria y(x) tal que y (0) =0 y y (xo) = yo para
la cual se minimiza el funcional T(y(x)). Mds adelante se encuentra la solucion
a este problema.
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2.2.2. Condiciones necesarias de optimalidad

El objetivo es plantear las condiciones necesarias sobre los funcionales para la
existencia de un extremo (maximo o minimo) similares a las del calculo diferencial
sobre la anulaciéon de la derivada. Para resolver el Problema ([2.16)), es necesario
buscar maximos y minimos locales, por lo que se encuentran a los 6ptimos locales.

Definicion 2.2.3 (minimo global). Sea x* una funcion admisible para el Problema
. Se dice que x* es minimo global si para cualquier funcion admisible x, se
cumple que

J(x*) < J(z).

Definiciéon 2.2.4 (minimo local). Sea z* una funcion admisible para el Problema
. Se dice que x* es minimo local si existe un € > 0, tal que para cualquier
funcion admisible x, perteneciente a B(x*,€) se cumple que

J(x*) < J(x).

De manera similar se definen maximo global y méaximo local, considerando la
relacion J(z*) > J(x).

Lema 2.2.1 (Lagrange). Sea g(x) una funcion continua en [a,b] tal que

para cada h € C*([a,b]) con h(a) = h(b) =0, entonces g(x) = 0.
Demostracion. Se puede consultar en [B.1] O

Optimizar J(z) significa buscar z*(t) tal que J(z*) < J(x) con x(tg) = xo y
x(t1) = =1 (en caso del minimo). El siguiente resultado es el teorema fundamental
que proporciona una condicién necesaria de optimalidad local.

Teorema 2.2.1 (Ecuacion de Euler). Si x*(t) es un minimo local de J(x) =
ftzl F[t,x(t),2(t)]dt, entonces x*(t) cumple la siguiente condicion

d

Demostracion. Se puede consultar en O

En la demostracion del teorema se utiliza la idea de la primera derivada
para buscar puntos criticos. Siguiendo este razonamiento se considera la segunda
derivada del Lagrangiano F', conocida como la condiciéon de Legendre que permite
distinguir entre candidatos a minimos y candidatos a maximos.
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Teorema 2.2.2 (Condicion de Legendre).

= Siz*(t) es un minimo local del Problema (2.16)), entonces x*(t) satisface la
condicion
Fyg [t,2(t),27(t)] > 0, Vt € [to, ta].

» Si2*(t) es un mdzimo local del Problema , entonces x*(t) satisface la

condicion
Fia [, 27(1), 2°(1)] <0, Vi € [to, 1],
92F
donde Froie Fi;.
Demostracion. Se puede consultar en [B.6] O

Dado el funcional

suponer que
2(t) = 2" (1) + eh(t),

i(t) = #*(t) + eh(t),
Aplicando el desarrollo de Taylor para F

F(t,z*(t) + eh(t), 2*(t) + eh(t)) ~ F(t,z*(t),i*(t)) + g—:eh(t) + g—ieh(t)

Si se define
AF = F(t,z*(t) + eh(t), 2*(t) + eh(t)) — F(t,z*(t), 2% (t)),

entonces

AJ = /t 1 (F(t,x*(t) + eh(t), &% (t) + eh(t)) — F(t,x*(t),x'*(t))) dt

~ /t (Z—Feu )—i—g—FGh( )) dt.

El cambio €h(t) es llamado la variacion de z(t) y por convenciéon se denota por
dx:
ox = eh,

ademaés
01 = €h,

entonces podemos escribir

OF
AJ ~ /O (—eh +8_x€h(t)) dt.
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La variaciéon de J es:
bR OF .
5J = \/to (%Eh(t) + %Eh(f)) dt

Para € = 0 se tiene que:

oJ = |:8_F5.CE:|

t1+/“ OF _d (OFNN o
0: ]|, " S, \ox ~at\oz )"
hOF d (OF

La primera variacion del funcional J(z) es:

hrOF  d [(OF
5:]—/;0 (%—a(%)>59&dt

Ejemplo 2.2.2 (Continuacion del problema de la braquistocrona).
El problema de la braquistocrona es encontrar la trayectoria y(x) tal que y (0) =
0y y (o) = yo para la cual se minimiza el funcional T'(y(z)), es decir

e iraw)?,
mlnT(y)—/O NGT o) d (2.21)

sujeto a y (0) = 0y y (z0) = yo.

1 1+ ()
En este caso, el Lagrangiano F asociado al funcional T'(y) es F'(y,y) = 5 @
V49 Yy

y no depende de =x.

Si el Lagrangiano F' no depende explicitamente de la variable independiente,
es decir, F'(z,y,y) = F(y, y) entonces la ecuacion de Euler ([2.20) se puede escribir
como

OF
y%_F_Cb?

con Cj constante.

Lo anterior se conoce como la Forma de Beltrami o Primera integral de la
ecuacion de Euler (consultar Apéndice . Usando esta ecuacién para resolver
el problema se tiene que

L ) M S S )
V20, [y + gy VIV Y
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Al simplificar el lado izquierdo de la ecuacion, y multiplicando por —1, queda
lo siguiente

1
—— = V29,

y(1+ (5)")
entonces:
(1+6)) = 50z
Si definimos k% = ﬁ como constante y despejando a g
dy k2 —y
()= —=== .
ylz) = - ;

Esta ecuacion diferencial de primer orden es separable y se puede resolver. Sin
embargo, debido a que el eje vertical y se considera hacia abajo, se espera que
la solucion y(x) aumente a medida que = aumenta, por lo que se toma el signo
positivo en esta ecuacion. Se puede demostrar que la solucion de esta ecuacion
diferencial es:

x(f) = %k2(29 — sin26) +a
y(0) = %k2(1 — c0s26),

donde a es otra constante. Las constantes se eligen de modo que la curva pase a
través de los puntos (0,0) y (zo,%0). Esta curva se conoce como cicloide y es la
curva descrita por un punto P en un circulo que rueda sin deslizarse sobre el eje
x, de tal manera que P pasa a través de (xo, o) (vea la Figura . Por lo tanto
la curva y(z) que minimiza el funcional T'(y) es la cicloide.

Figura 2.5: Cicloide a través de (0,0) y (zo,yo0).

Hasta el momento se ha considerado que la funcién z*(t) sea de clase C1([to, t1]),
es decir, z*(t) tiene primera derivada continua en el intervalo [tg,#;]. Sin embar-
go, en algunas aplicaciones no se puede obtener como soluciéon una funcién de
este tipo en dicho intervalo. En lo siguiente y para solucionar los problemas de
diferenciabilidad y continuidad, se define una funcién por pedazos con ciertas
propiedades.
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Definicion 2.2.5. Una funcion f(t) definida en [a,b] es continua por pedazos
(PWC) si es continua sobre un nimero finito de subintervalos (a;,a;+1) de |a, b
con extremos finitos a; y a;11 parai =20,...,n donde ap =a y a,y1 = b.

Definicion 2.2.6. Una funcion f(t) definida en |a,b] es suave por pedazos (PWS)
St es:

1. continua en |a,b],
2. diferenciable en |a,b] excepto probablemente en un nimero finito de puntos,
3. la derivada de f(t) es PWC en [a,b].

Con este nuevo tipo de funciones, junto con los teoremas y lemas establecidos
(que siguen siendo vélidos) para la busqueda de un extremo admisible, se puede
plantear un resultado més general como condiciéon necesaria de optimalidad. Se
puede consultar |9] para revisar la prueba del siguiente teorema.

Teorema 2.2.3 (Ecuacion de Euler-Lagrange). Una condicion necesaria para que
z*(t) (PWS) sea extremo admisible o minimo local débil de J(x) es que:

Fi(t)=c+ /t F(s)ds (2.22)

con F* = F(t,z*(t),2*(t)), y para alguna constante c.

Observacion 2.2.1. La ecuacion de Euler es un caso particular de la ecuacion
de Fuler-Lagrange, se puede probar que derivando la ecuacion se recupera

la ecuacion

A menos que se diga lo contrario, y con las observaciones hechas acerca de
la continuidad de las funciones diferenciables que son admisibles para resolver el
problema variacional se considera como ecuaciéon de Euler-Lagrange la siguiente
expesion

d

2.2.3. Formulacién del problema para n funciones

En la formulacion del problema basico se considerd el caso escalar, es decir,
obtener una funcién x*(t) € C?([ty,t1]) definida en R que verifica una condicién
inicial y una final, y para la cual el funcional J(z) alcanza el valor 6ptimo (minimo
o méximo). La intencion ahora es extender el problema basico al caso vectorial,
en donde en lugar de calcular una tnica funciéon hay que obtener n funciones
xi(t), a5 (t), ..., ak(t).

Sea F' una funcion real de 2n + 1 variables de clase C?([to, t1]), es decir, con
derivadas parciales continuas de orden 2. Sea el siguiente funcional
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T(r, T2, 20) :/1F[t,x1(t),x2(t),...,xn(t),x'l(t),x'g(t),...,x’n(t)]dt,

to
donde ;(t) es la derivada de x;(t) con respecto a t, Vi € {1,2,...,n}.
Sean
x(t) = (x1(t), xo(t), ..., xa(t)) € R™,
X(t) = (21(t), 2(t), ..., 2a(t)) € R™,

para cada t € [to,t1] C R.
El problema, por lo tanto, en el caso de minimizacién es:

t1
min J(x(t)) :/ Flt,x(t),%x(t)]dt (2.24)
x(t)eQ to
con  xi(ty) =20, para i=1,2,....n
vi(t) =, para i=1,2,...,n,

(2.25)

donde
Q= {(l’l,xg,...,l'n) : [to,tl] — R" | Vi = 1,2,...,n T; € 02([t0,t1])} .

Similarmente al caso anterior, se obtienen n ecuaciones de Euler-Lagrange

0 . . - -
%F(t, zy(t), ..., xn(t), 27 (t),. .., (t)—
k
_4 iF(t x3(t) x(t), 5 (t) ()] =0
dt axk y M1 yr oy n R | y ey dn - Y
para cada t € [to,t1], k € {1,2,...,n}. Para simplificar la notacion se reescribe

la expresion anterior como

F, (Fy,) = 0. (2.26)

Ladt

2.2.4. Problemas variacionales con restricciones

Sea el problema bésico

min J(z) — / Pl a(t), #(0)]dt

zeQ to

con x(tg) = xo, x(t1) = x1.
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En la formulacién del problema se pide que las funciones admisibles cumplen una
condicion inicial x(tg) = zo, y una condicion final x(t;) = z1 para ty y t; valores
fijos. Estas condiciones de frontera sobre la funciéon z(t) son también llamadas
condiciones transversales o de transversalidad y permiten determinar la soluciéon
particular del problema a partir de la solucién general de la ecuacion de Euler-
Lagrange.

Las condiciones de transversalidad pueden generalizarse en diferentes casos
( [3] pp. 45, 52, 56, 59):

= Caso 1. Condicién final t; dada y condicién final z; libre.

Supoéngase que se da t; y 7 es libre. Seran admisibles aquellas funciones, de
clase C?([tg,t1]) que parten del punto (t, 7o) y que lleguen a algtin punto
de la recta t = t;, como se representa en la Figura [2.6(a)

s Caso 2. Condicidn final t; libre y condicién final x; dada.

Supoéngase que ¢ es un valor por determinar y z(t;) = x; es dado. Seran ad-
misibles aquellas funciones de clase C?([to,#;]) que parten del punto (o, z)
y que lleguen a algin punto (¢, 1), con t; > ¢y y 1 un valor fijo como se

representa en la Figura [2.6(b)l

= Caso 3. Condicién final t; libre y condiciéon final x; libre.

Supongase que t; y 1 son valores por determinar. Seran admisibles aquellas
funciones de clase C*([ty,?1]) que parten del punto (¢y, o) y que lleguen a
algin punto (tl, 931), con t; > tg, t1 € Ry 1 € R como se representa en la

Figura 2.6(c)|

s Caso 4. Condicion final ¢; y condicién final x; relacionados me-
diante una funcién.

Supoéngase que t; es una valor libre y z; = ¢(t;), siendo ¢(t1) € C*([to, 1]).
Seran admisibles aquellas funciones de clase C?([ty, 1]) que parten del punto
(to, o) y que lleguen a algin punto (¢1, 1), con t; > tg, t; € Ry x1 = ¢(t1)
como se representa en la Figura [2.6(d)}
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Figura 2.6: Distintos casos de las condiciones de transversalidad.

Existen problemas variacionales en los que, ademas de las condiciones iniciales
y finales que tienen que cumplir las funciones admisibles, se consideran restric-
ciones impuestas por la naturaleza del problema, que deben incorporarse a la
formulacion del mismo y que tendran trascendencia en la soluciéon 6ptima.

A continuaciéon se describe un problema variacional cuyas restricciones son
ecuaciones diferenciales, es decir, las restricciones dependen también de las deri-
vadas de las n funciones z;, siendo por tanto de la forma:

ge(t,T1, . T, &1, ., Ey) =0,

para k=1,...,m.
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El problema es el siguiente:

t1
min J(ml,xg,...,a;n):/ Flt,zy, 29, ..., Ty, &1, %a,. .., Ty)dt  (2.27)

(z1,29,...,xn)EN to
sujeto a : g1(t, 1, ..., Tp, &1, .., Zn) =0
g (1, o Ty, Ty Ty) =0
: _ .0 1 -
con : z;(tg) = x;, x;(t1) = x; parai=1,...,n.
Las funciones g, para k = 1,...,m son de clase C*([to,t1]) y m < n (menos

restricciones que variables). Para simplificar la notacion del problema, tomar:

min J(x(t)) = / 1 Flt,x(t),%x(t)]dt (2.28)

x(t)eQ to

sujeto a @ g(t,x(t),x(t)) =0

con : X(tg) = Xo,

para x,X,xg € R"y g € R™.

En la siguiente seccion se describe el Método de los Multiplicadores de Lagrange
que, adaptado a un problema variacional, resuelve el caso en que las restricciones
son ecuaciones diferenciales.

2.2.5. Multiplicadores de Lagrange

Muchos problemas de optimizacién tienen restricciones, para los valores que
pueden usarse para encontrar la solucién 6ptima. Tales restricciones suelen com-
plicar los problemas porque la solucién puede estar en un punto frontera del
dominio.

El Método de los Multiplicadores de Lagrange es un procedimiento que sir-
ve para encontrar los méximos y minimos de funciones de n variables sujetas a
m restricciones. En otras palabras, el Método de los Multiplicadores de Lagrange
permite reducir el problema restringido con n variables y m restricciones, a un
problema sin restricciones de n + m variables con ecuaciones que pueden ser re-
sueltas mas facilmente. Estas nuevas variables escalares desconocidas, una para
cada restriccion, son llamadas Multiplicadores de Lagrange y suelen denotarse con
la letra griega .

Considerar el caso de funciones de dos variables f(z, y). Dos curvas son tangen-
tes si sus vectores normales son paralelos. En consecuencia, dado que los vectores
normales a dichas curvas son los vectores gradientes se tiene que, en el punto
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de tangencia el vector tangente ? f(z,y) debe ser un miltiplo escalar del vector
gradiente ?g(m, y). Luego,

Vi@, y) = AVg(z,y),

donde el escalar \ se conoce como Multiplicadores de Lagrange. Las condiciones
necesarias para la existencia de tales multiplicadores vienen dadas por el siguiente
teorema, (vea [11]).

Teorema 2.2.4 (Teorema de Lagrange). Sean f = f(z,y) y g = g(z,y) funciones
con primeras deriwadas parciales continuas tal que f tiene un valor extremo en

el punto (xg,yo) sobre la curva de la restriccion g(z,y) = 0. Si ?g(:c,y) # 0,
entonces existe un numero real A tal que

7f(:v,y) = A99(%,@/)-

El Teorema de Lagrange también se cumple para funciones de n variables.
El Método de los multiplicadores de Lagrange usa el Teorema anterior para
hallar los extremos de una funciéon f sujeta a la restriccion g(z,y) = 0.

Teorema 2.2.5 (Método de los multiplicadores de Lagrange). Si f = f(z,y)
y g = g(z,y) satisfacen las hipdtesis del Teorema y f tiene un mdrimo o
minimo sujeto a la restriccion g(x,y) = 0, entonces dicho extremo se produce en
uno de los puntos criticos de la funcion L dada por,

L(x,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y). (2.29)

La funcion ([2.29) recibe el nombre de Funcion auziliar. Los puntos criticos son
determinados por las soluciones del sistema

0 0 0

ox ox

0 0 0

—L =0 — — — =
a5 (z,y,A) =0 ayf(w,y) +)\8y (z,y) =0,
0

El método se puede generalizar. Para encontrar el maximo o el minimo de una
funcion f de n variables x, xo, 3, ..., Ty,

f = f(xlax%'r?)w"axn)a
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bajo las restricciones,

g1(x1, 29,23, ...,2,) =0
92(x17$27x37 cee 7xn) = 07
0

g3(w1, 12,73, .., 7)) =
gn(z1, 29,23, ..., ,) = 0.
cuya funcién auxiliar es

L(zy,...;xp Ay ) = foeg, oo xn) + Mgi (e, .. xy)
+ X221, -, Tn) + A3g3(@1, -, T)
+ o Agn(T1, T,

07
n
L(xy, .. Ty ALy ey An) = fon, .00y 0) + Z/\igi(xl, ey Ty,
i=1
donde Ay, ..., A\, son los multiplicadores de Lagrange, independientes de las varia-
bles x1, ..., x,. Los puntos criticos son determinados por la soluciéon del sistema,

oL af dqr

g% _ T WS
(91171 0 8ZE1 * lﬁxl 07
oL af dg2
8_.1'2_0 8352 +)\28$2 _0’
oL of Ogn
oen " oy Mo,
oL =0— 0

(3)\1 - g1 =Y,

oL

8_>\270—>9270’

OL

o =0—g9,=0.

Sea el siguiente problema variacional ([2.28]). Asi que, para resolver el problema
cuyas restricciones son ecuaciones diferenciales se define el siguiente Lagrangiano
asociado a J(x)
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L(t,x, %X X) = F(t,x,%) = > M(t)gilt, z, ©), (2.30)
k=1
donde x (vector de derivadas de las variables independientes x;, con i = 1,...,n),

X, A\ e R
Ademés, para la funcion L se tiene que cumplir las ecuaciones de Euler-
Lagrange

L, L;, =0, para 1 =1,...,n,

Cadt

Ly Ly, =0, para k=1,...,m.

Lt

En la siguiente secciéon se desarrollara con mas detalle el uso de los Multipli-
cadores de Lagrange para resolver un problema variacional con restricciones.
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2.3. Control Optimo

En esta seccion se proporcionan los conceptos y algunos resultado basicos
principales de la teoria de control 6ptimo, una teoria que se puede considerar como
una extension del calculo variacional y que ayuda a comprender problemas méas
generales. Se aborda el concepto de controlabilidad en su generalidad para sistemas
lineales y no lineales. Ademas se presenta el problema bésico de control en tiempo
continuo y el resultado fundamental para obtener la solucion 6ptima del problema:
el principio del mdzimo de Pontryagin (en su version lineal). Se siguen las ideas
expuestas en “An Introduction to Mathematical Optimal Control Theory” [12]
y se usan las herramientas desarrolladas en [9,/10,/13|, desde la perspectiva del
calculo variacional.

2.3.1. Controlabilidad

Se considera un sistema dinamico, formulado en tiempo continuo en el interva-
lo de tiempo [to, 1], cuya condicion inicial esta dada por el vector x(ty) = %o € R,
y que evoluciona en el tiempo. Dicha evolucion depende del valor que se asigna a
ciertas variables, llamadas variables de control, que permiten influir en el sistema.
Sea u(t) € U C R™ el vector de variables de control y x(t) € R" el vector de
variables de estado. Al conjunto U que representa las restricciones fisicas al valor
de las variables de control se le conoce como la region de control.

La controlabilidad es uno de los conceptos fundamentales en la teoria de con-
trol moderna, esta es una propiedad cualitativa de los sistemas de control. El
estudio sistematico de la controlabilidad se basa en la descripciéon matemaética de
un sistema dindmico; muchos sistemas son tales que el control no afecta el estado
completo sino solo una parte del mismo. Por otro lado, muy a menudo en procesos
reales es posible observar solo una cierta parte del estado completo del sistema
dinédmico.

Por lo tanto, es muy importante determinar si es posible o no controlar el
estado completo del sistema. En términos generales, la controlabilidad significa
que es posible dirigir el sistema dinamico desde un estado inicial arbitrario a un
estado final, utilizando el conjunto de controles admisibles (variables de control).

Es comiin que en los problemas de control la propiedad de controlabilidad se
estudie en sistemas dinamicos lineales. En este trabajo se enuncian las definiciones
y algunas propiedades basicas de controlabilidad para el caso lineal y después
enunciar resultados generales para los sitemas no lineales. Consultar [14}|15] para
mas detalles técnicos y profundizar en el estudio de la controlabilidad en sistemas
no lineales.

Se define el siguiente sistema lineal tanto para la variable de estado x como
para la variable de control u.
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x(t) = Mx(t) + Nu(t) (2.31)

donde M € M™"™ y N € M™*™. Ademés se asume que los parametros de control
A es un cubo en R™:

A=[-L1"={aeR":|a;| < 1,i=1,...,m}
y la siguiente region de control:
U={u:(0,00) > A u(-) es medible} .
Por el teorema la solucién al sistema no homogéneo ([2.31)) para un control
dado u(t) es
t
x(t) = X(t)xo + X(t)/ X *(s)Nu(s)ds,
0
donde X (t) = etM,

Definiciéon 2.3.1. Se define el conjunto alcanzable para el tiempo t como

C(t) = conjunto de puntos iniciales x¢ para el

que existe un control tal que x(t) =0,

y para cualquier instante de tiempo t

C = conjunto de puntos iniciales xo para el que existe un

control tal que x(t) = 0 para algun tiempo finito t.

Notar que
c=Jcw.
>0

Por simplicidad, se considera llevar el sistema al origen.

Definiciéon 2.3.2. Se dice que el sistema es controlable en el tiempo ty si
para cualquier estado inicial X y cualquier estado objetivo xy = x(ts), existe un
control u(t) que puede dirigir el sistema de xo a Xy durante el intervalo de tiempo
0,tf], (sin importar qué trayectorias siga el estado).

A continuacion se establecen algunas condiciones algebraicas generales que
garantizan que el conjunto C contiene una vecindad en el origen.
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Definicion 2.3.3. La matriz de controlabilidad es:
G=G(M,N):=[N,MN,M?N,...,M"'N],
donde la matriz G es de tamano n x (mn).

Teorema 2.3.1 (Matriz de controlabilidad). Se tiene que
rank G =n < 0€C°,

donde C° es el interior del conjunto C.
Demostracion. Se puede consultar en ]

El siguiente criterio es de gran importancia, ya que relaciona la propiedad de
controlabilidad de un sistema con la estabilidad del mismo.

Teorema 2.3.2 (Criterio de controlabilidad). Sea A el cubo [—1,1]" en R™. Su-
poner también que rank G =n, y Re A < 0 para cada valor propio \ de la matriz
M. Entonces el sistema es controlable.

Demostracion. Se puede consultar en (C.3)). O

En las aplicaciones, muchas veces los sistemas dinamicos que se plantean no
son lineales, asi que se estudia la controlabilidad de manera local para dichos
sistemas.

Sea el siguiente sistema dinédmico:

x(t) = f(x(t),u(t)), (2.32)

donde xg e R", f : R x A CR™ — R™, u:[0.00) — A es la variable de control, y
x : [0,00) — R™ es la respuesta del sistema.

Dado un punto x € R"”, se dice que el sistema es localmente controlable en
X, si para cada t > 0, el conjunto C(t) contiene una vecindad de x. En términos
generales, esto significa que el sistema se puede dirigir desde X a todos los puntos
cercanos, dentro de un pequeno intervalo de tiempo.

A partir de los resultados anteriores de controlabilidad para sistemas linea-
les y, mediante un argumento de linealizacion se puede deducir un resultado de
controlabilidad local, valido a partir de sistemas generales no lineales.
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Teorema 2.3.3 (Controlabilidad local). Sea el sistema y suponer que el
congunto U de controles admisibles contiene a una vecindad de el origen 0 € R™.
Dado un punto x € R", suponer que

1. £(x,0) =0 (puntos de equilibrio),

2. Definir la matriz de derivadas parciales de f con respecto a x y u calculadas
en el punto de equilibrio (X,0)

A= D f(x,0), B=D.f(x,0), (2.33)

el sistema linealizado
x=A-(x—%X)+B-u (2.34)

es completamente controlable, es decir, A, B satisfacen rank G (A, B) = n.
Entonces el sistema es localmente controlable en el punto X.
Demostracion. La demostracion se omite en este trabajo pero se puede consultar

en [14]. O

2.3.2. Planteamiento del problema basico

Sea el siguiente sistema dindmico

xl(t) :fl(tax17$27"'7xn7u17u27"'7um)7
l’g(t) :fg(t,l'l,ilfz,...,$n,U1,U2,...,um>, (235)
an(t) :fn<t7$17w27"'7$n7u17u2a"'>um)7

donde las funciones fi, ..., f, son funciones f; : [ty,00) X R" x R™ — R prefijadas

y conocidas que describen la dindmica del sistema en términos de las variables de
estado y las variables de control. Ademas que las derivadas parciales

of, ofi ol
ot Oy’ Ju;
existen y son continuas para cada i,k =1,...,n; j=1,...,m.

Asumir que el vector de variables de estado x(t) es una funcion de ¢, continuas
en [tg,t1], y con derivadas continuas por pedazos, tal que

x(t) = f(t,x(t),u(t)), (2.36)

en todos los puntos de continuidad de u(t). Si se toma el sistema dindmico
(2.35)), una condicién inicial x(¢y) = xo € R” y se deja fija la variable de control
u(t) definida para todo t > t, se tiene un sistema de n ecuaciones diferenciales de
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primer orden con n funciones desconocidas 1(t), ..., z,(t). Ya que se conoce el
valor de X, por el Teorema fundamental para sistemas lineales [2.1.2] se asegura
la unicidad de la solucion x(t).

El objetivo es tener una medida cuantitativa del comportamiento del sistema
en el tiempo para un control u(t).

Sean funcionales del tipo

t1
J = Ft,x(t),u(t)] dt + S [x(t1)], (2.37)
to
donde F': R x R" x R™ — R, S : R" — R y, ademas, tengan primeras derivadas
parciales continuas.

Observacion 2.3.1. El primer sumando del funcional J es una integral que de-
pende de los valores que toman x(t) y u(t) a lo largo del tiempo. El sequndo
sumando S [x(t1)] estima el estado en que queda el sistema al final del intervalo
de tiempo.

Un control 6ptimo se define como un control admisible que optimiza el funcio-
nal objetivo ([2.37)).

Por lo tanto, el problema de interés es el siguiente:

“Dado un sistema dindmico con condicion inicial Xo, y que evoluciona de
acuerdo con la ecuacion de estado x(t) = f(t,x(t),u(t)), se trata de encontrar
el vector de control u(t) que sea admisible y haga que el funcional objetivo alcance
el valor dptimo (mdximo o minimo)” ( [10]).

En términos matematicos el problema es:

méx J (1) = / " it x,uldt + S k(1) (2.38)

to
sujeto a : x = f(t,x,u),
con : X(ty) = xo, u(t) €U.

Se sabe que el problema variacional de min J(z) es equivalente a méax [—.J ()],
entonces es posible plantear un problema de control para minimizad un funcional
objetivo.

2.3.3. Diferentes formas del problema béasico y un caso especial

Sea el siguiente problema de control 6ptimo en tiempo continuo:

méx J (1) = / " it xouldi 4 S k(1) (2.39)

to
sujeto a : x = f(t,x,u),

con : x(tg) = xg, u(t) €U.

Se dice que el problema de control anterior esta en la forma de Bolza.
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Si el funcional objetivo es del tipo:
J =S [x(t1)],

es decir, si F' = 0, se dice que esta en la forma de Mayer.
Si el funcional objetivo es del tipo:

t1
J:/ F[t,x,u]dt, (2.40)

to

es decir, si S = 0, se dice que esta en la forma de Lagrange.

Como caso especial, considere el problema donde la eleccion de u no esta
restringida, y donde la ecuacion de estado toma la forma mas simple & = w.
Entonces el problema de control 6ptimo se convierte en

t1
méXJ:/ Ft, z,uldt,

to
sujeto a : = = u,

con : z(ty) = zo, y x(t1) = 1.

Sin embargo, al sustituir la ecuaciéon de estado en el Lagrangiano F' se puede
reescribir el problema como:

t1

méxJ — / Flt, 2, 4ldt,
to

con : x(ty) = xo, y z(t1) = x1.

Este es justo el problema del célculo variacional. El vinculo fundamental entre
el calculo variacional y la teoria del control 6ptimo es asi de evidente. Pero las
ecuaciones de estado encontradas en los problemas de control 6ptimo son, en
general, méas complicadas.

2.3.4. El principio del maximo de Pontryagin

Para comenzar se dice que la variable de control u*(t) que resuelve el problema
se llama control éptimo y el vector x*(t), determinado por la ecuaciéon de estado
a partir de u*(t), se denomina trayectoria de estado dptima o camino dptimo.

El principio del maximo proporciona condiciones necesarias que debe cumplir
el control 6ptimo del problema que se ha considerado.
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El problema que se quiere resolver es el siguiente:

t1

max J(u) = / Flt,x,u]dt + S [x(t1)],
to

sujeto a : x = f(t,x,u),

con : X(tg) = %o, u(t) €U.

La formulaciéon de este problema es similar al problema variacional ,
en cuya solucién se construye una funcion auxiliar L(t,x, X,A,}\) , como
consecuencia de aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange.

De manera similar en el problema de control 6ptimo se obtiene una funciéon
auxiliar. Se define el “Hamiltoniano” asociado al problema de control 6ptimo de
la siguiente forma:

H(t,x,u,A) = F(t,x,u) + A-f(t,x,u) = F(t,x,u) + Y Nifi(t,x,u), (2.41)

=1

donde H : R x R™ x R™ x R® — R para cada t € [tg,t1], A = A(t) € R™ que se
llama vector de variables de “coestado”.

La idea principal del principio del maximo de Pontryagin es relacionar nues-
tro problema de encontrar una u(t) que, satisfaga las restricciones impuestas y
optimice el funcional objetivo J con el problema de optimizar el Hamiltoniano
respecto a la variable u € Y C R™.

El siguiente teorema constituye el resultado fundamental para este trabajo y
establece condiciones necesarias de optimalidad para el problema que nos ocupa.

Teorema 2.3.4 (Principio del méaximo de Pontryagin). Sea u*(t) la trayectoria
optima de control, continua a trozos, y x*(t) la trayectoria de estado dptima aso-
ciada, definidas en el intervalo [to, t1]. Entonces existe una funcion vectorial X*(t)
continua que posee primeras derivadas continuas por pedazos, tal que para cada
t € [to, 1] se cumple:

1.
- 0
A= ——H(t,x*(t),u"(t), A" (1)),
T
para cada i = 1,...,n en todos los puntos de continuidad de u*(t), ademds
0 0
Al = —S[x(t1)],..., A\, = S[x*(t
= 5 SE) A; = 5 SBe(0))
donde al evaluar t =t, en cada X\ se obtienen las condiciones de transver-

salidad.

El sistema de ecuaciones diferenciales formado por las A} se denomina “sis-
tema adjunto” o “sistema de coestado”. A las funciones X} (t) se les denomina
“variables adjuntas” o “variables de coestado”.
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2. Para el caso de mazximizar, se cumple que
H(t, (1), 0 (6), A" (8)) = H(tx" (), u(t), A" (1)),

para cada u(t) € U (se define de manera similar cambiando la desigualdad
en el caso de minimizar el funcional objetivo).

3. La trayectoria de estado dptimo x*(t) es solucion del sistema con
condicion inicial X,

x(t) = £7(1,x"(t), u*(1)),

para cada i = 1,...,n en todos los puntos de continuidad de u*(t),
con
zi() ui(t)
= |y =]
v w3 (1)
Demostracion. Se puede consultar en [C.4] O

Ejemplo 2.3.1. En el siguiente problema consiste en calcular el valor de las
variables de control, de estado y de coestado, para los que se verifica el principio
del maximo.

1
méxJ:/ (x 4 u)dt,
0

sujeto a : & = 1 — u?,
con : z(0) =1, x(1) libre.

El Hamultoniano asoctado es:
H(t,z,u,\) = F + A\f =2 +u+ M1 —u?).
Por el principio del mdximo:

oH

=

En este caso notar que A(1) =0, ya que = (S[z*(1)]) = 0 por ser S[z(1)] = 0.
Deriwando el Hamiltoniano con respecto a x, se obtiene:

\ = 1.

A= —1,con \(1) =0,

que es una ecuacion diferencial de primer orden con condicion inicial dada. Al
resolver dicha ecuacion diferencial queda
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A(t) = —t + cog,con A(1) = —1 + ¢y,
donde co = 1 y por lo tanto:

A(t) =1—t,parat € [0,1].

Ahora se tiene que calcular el

max H (t, 2", u*, \"),

donde u no tiene ninguna restriccion en este caso. Hay que resolver el siguiente
problema de optimizacion:

méx H = x* +u + M (1 — u?).
Sustituyendo \* = 1 —t queda:
méx H = 2* +u+ (1 —t)(1 — u?).

Si se toma la deriwada del Hamiltoniano con respecto a u y se iguala a cero,
tenemos un punto critico:

%—Zzl—2u(l—t):0,
entonces:
u = m, sit# 1.
Ademds:
82H:2t—2<0 para t € [0, 1]
ou? - Y

luego corresponde a un mdximo. Por lo tanto:

u(t) = para t € [0, 1].

2(1 —t)

Asi que, para calcular la trayectoria de estado dptima, se resuelve la ecuacion de
estado del problema, sustituyendo el control por el valor obtenido y haciendo uso
de la condicion inicial dada. Lo anterior corresponde a la condicion 3 del principio
del mazximo:

1
41— 12

Al resolver la ecuacion diferencial anterior se tiene que:

Pr=1-(u)=1- con z*(0) = 1.

1 1
I*(t) :t—/mdt:t— 1(1 —t)il + c1, con CL'*(O) =1.

Al imponer la condicion inicial dada se obtiene el valor de c;:
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1 D
1=2"(0) = ~1 + ¢1, de donde ¢; = 1

Por lo tanto, la trayectoria de estado es:

1 )
+ —, para t € [to,t1).

T =t-qay T 1

2.3.5. Caso particular del principio del maximo de Pontryagin

Se ha presentado la formulacién y el problema basico de control 6éptimo en
tiempo continuo. A continuacion se considera que el instante inicial g y el instante
final ¢; son valores dados, el estado inicial x(¢y) = xq es fijo y el estado final x(¢;)
es libre. Ademas se considera el problema basico en la forma de Lagrange .

Las trayectorias 6ptimas calculadas a partir de la aplicacion del principio de
maximo dependen de la naturaleza de las condiciones que se especifican a los
limites de los intervalos de tiempo. Siendo importante la variedad de estas condi-
ciones y, como se menciona en la seccién anterior se describen diferentes problemas
impuestos por las condiciones de transversalidad. Lo cual implica que:

a * _
5 S (1)) = 0

para cada ¢ = 1,2,...,n. Por lo que se plantea el siguiente problema:

Ai(t) =

t1
méx J (1) — / FIt, %, uldt, (2.42)
to
sujeto a : x = f(t,x,u),
con : x(ty) = xg, x(t1) libre,
u(t) elU.

En esta situacion el principio del maximo se enuncia de la siguiente manera.

Teorema 2.3.5 (Principio del maximo de Pontryagin para el problema (2.42)).
Sea u*(t) la trayectoria dptima de control, continua por pedazos, y x*(t) la trayec-
toria de estado dptima asociada, definidas en el intervalo [to,t1]. Entonces existe
una funcion vectorial X*(t) continua que posee primeras derivadas continuas por
pedazos, tal que para cada t € [to, 1] verifica:

1.
(1) = — o H (X (), (1), 3 (1),

X

para cada i =1,...,n en todos los puntos de continuidad de u*(t).
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2. Para el caso de mazximizar, se cumple que

H(t,x*(t),u™(t), A(2)) = H(t,x" (), u(t), X(1)),

para cada u(t) € U.

3. La trayectoria de estado optimo x*(t) es solucion del sistema con condicion
inicial X
x(t) = £ (t,x"(1), u’ (1)),

para cada i = 1,...,n en todos los puntos de continuidad de u*(t).

En la demostracion del principio del maximo de Pontryagin se deduce que

agH(t,x*7u*,)\*) =0

u

es una condicidén necesaria para que
H(t, (1), 0 (£), X*(8)) > H(t,x"(), u(t), (1)), Vu(t) € R™

Es decir, el Hamiltoniano tiene un punto critico, en la variable u(t), en u*(¢) para
cada t.

Si el Hamiltoniano es lineal en la variable de control u(t), puede ser dificil
resolver u*(t) a partir del sistema de adjunto. De poder resolverse u*(t) a partir
de dicho sistema, quedan dos incognitas x*(t) y A(t) que satisfacen dos ecuaciones
diferenciales con dos condiciones de frontera. Se resuelve el sistema de ecuaciones
diferenciales para el estado 6ptimo, el sistema adjunto y luego obtener el control
Optimo u*(t).

Una aplicacién a este tipo de problema de control 6ptimo se plantea enseguida.

Sea el problema:

min J(u) = /0 AI(t) + u(t)dt,
sujeto a : S(t) = bN(t) — dS(t) — eS(t)I(t) — u(t)S(t),
E(t) = cSt)I(t) — (e + d)E(t),
I(t) =eE(t) — (g +a+d)I(t),
N(t) = (b—d)N(t) — al(t),
con : S(0) =Sy >0,
E(0) = By > 0,
1(0) = I > 0,
N(0) = Ny >0,
u(t) €[0,0.9] = U.

Miés adelante se resuelve este problema usando el caso particular del principio
del maximo que se ha explicado.



3 Desarrollo

3.1. Modelo SEIR

Considerar una poblacién en la cual un ntimero reducido de sus miembros pa-
dece alguna enfermedad infecciosa que se puede transmitir a otros de la misma
poblacion [2|. Para la construccion del modelo se necesita dividir a nuestra po-
blacién en cuatro subclases, que son S, E, I, R. Los individuos susceptibles en S
son aquellos que pueden contraer la enfermedad. Aquellos que ya estan infectados
pero que aun no pueden contagiar la enfermedad se encuentran en el grupo de
los expuestos, E. Los individuos infectados con la enfermedad que son capaces
de transmitirla a los susceptibles pertenecen al grupo I y aquellos quienes se han
recuperado (o son inmunes) de la enfermedad y ya no son susceptibles estén en el
grupo R.

La cantidad de individuos en cada grupo varia con el tiempo dado que los
nacimientos y las muertes afectan a la cantidad de individuos que pertenecen a
cada grupo. Asumimos que la enfermedad es transmitida de un individuo a otro
de manera directa o indirecta. Dicho de otra manera, se trata de una enfermedad
en la cual la proximidad a un organismo ya infectado supone un aumento signifi-
cativo del riesgo de resultar también infectado.

Para la formulacion de nuestro modelo (vea |13]) se define lo siguiente:

» S(t) = namero de individuos que pertenecen al grupo de susceptibles al
tiempo t.

» F(t) = ntmero de individuos que pertenecen al grupo de expuestos al tiempo
t.

» /(t) = ntumero de individuos que pertenecen al grupo de infectados al tiempo
t.

» R(t) = nimero de individuos que pertenecen al grupo de recuperados al
tiempo t.

= a = tasa de mortalidad por la enfermedad.
= b = tasa de natalidad de la poblacion.

¢ = coeficiente de incidencia de transmision.

41
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= d = tasa de mortalidad natural.
= ¢ = tasa a la que los expuestos pasan a ser infectados.
= g = tasa a la que los infectados pasan a ser recuperados.

Sea N(t) el nimero total de personas en la poblacion, de modo que N(t) =
S(t)+ E(t)+ 1(t) + R(t).

Para efectos de la modelacion los pardametros a,b,c,d,e,g son constantes du-
rante el tiempo que dure la mediciéon. La tasa de transiciéon entre susceptible e
infectado es proporcional al nimero de susceptibles y al niimero de infectados, es
decir, el nimero promedio de individuos susceptibles que pasan a ser infectados
por unidad de tiempo es ¢S(t)1(t).

El siguiente diagrama compartimental representa la transmision de una enfer-
medad entre los individuos con un modelo SEIR:

bN

cIS eE gl

ds dE dI al dR

Describiendo la razén de cambio de cada grupo como un sistema de ecuaciones
diferenciales se tiene lo siguiente:

S(t) = bN(t) — dS(t) — cS(t)I(t),
E(t) = eSt)I(t) — (e + d)E(t),
[(t) =eE(t) — (g +a+d)I(t),
R(t) = gI(t) — dR(1),

S(0) = S = 0,
E(0) = Ey > 0,
1(0) = Io > 0,
R(0) = Ry > 0.
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Observacion 3.1.1. Como N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + R(t) y derivando con
respecto a t, entonces

N(t) = S(t) + E(t) + 1(t) + R(¢).

Sustituyendo S(t), E(t), I(t), R(t) en la ecuacion anterior se obtiene

N(t)

|
=

|
=
o T o e an
\_/\_/:F/\/\_/
&
O)

— dS(t) — eS@O)I(t) + cS()1 () (e +d)E(t) +
(9+a+d)1(t)+gf() dR(t)
(t) = dE(t) — al(t) — dI(t) — dR(2)
E(t) + I(t) + R(t)) — al(t)
—al(t)

—d(S(t) +
— dN(t)
b~ d)N (1) — al (1
= N(t)) = (b—d)N(t) —al(t).

Notar que la funcién R(t) solo aparece en la ecuacion R(t) = gI(t) — dR(t) y se
puede obtener de la relacion R(t) = N(t) — S(t) — E(t) — I(t). Dado lo anterior,

se considera el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

S(t) = bN(t) — dS(t) — eS(t)I(t), (3.1)
E(t) = cS()I(t) — (e + d)E(L), (3.2)
I(t) =eBE(t) — (g +a+d)I(t), (3.3)
N(t) = (b—d)N(t) — al (t), (3.4)

con condiciones iniciales

S(0) = So > 0,
E(0) = Ey > 0,
1(0) = Iy > 0,
N(0) = N, > 0.

En los modelos de epidemias es importante el estudio de la evolucion de alguna
enfermedad, asi que, para conocer el desarrollo y saber si aminora o aumenta la
infeccion. El ntamero basico de reproduccién Ry, es el nimero esperado de casos
secundarios que se producen en una poblacion totalmente vulnerable, que genera
un primer individuo infectado. En el trabajo de David Greenhalgh [16], se estudian
los puntos de equilibro, la estabilidad y se encuentra una formulaciéon para obtener
el pardmetro R, ademas, concluye que si Ry < 1 entonces la enfermedad tiende
a desaparecer o mantenerse estable. Si Ry > 1 entonces la enfermedad se expande
hasta producir una epidemia.
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Para que la solucion del sistema no se convierta en epidemia, es decir Ry < 1,
se utilizan los siguientes parametros (consultados en [13]):

a=02; b=0.525 c=0.001; d=0.5 e=05 g=0.1,

y se emplea el Método de Runge-Kutta usando MATLAB (para mayor detalle
consultar [17]).

En esta simulacion se consideraron las condiciones iniciales S(0) = 1000, £(0) =
100, 1(0) =50 y R(0) = 15, con los valores de las constantes a, b, ¢, d, e y g estable-
cidos anteriormente. Se puede observar que la cantidad de individuos susceptibles
va aumentando debido a que en la ecuacion S(t) esta involucrado un término que
depende de la tasa de natalidad y la poblacion total. La grafica de los individuos
infectados muestra que en un lapso de aproximadamente 2 anos (el tiempo se
mide en anos) se presenta un pequefio incremento de personas infectadas con la
presencia del virus, que posteriormente disminuye. Para la poblacién de expuestos
se muestra que los individuos que portan el virus, pero no manifiestan sintomas,
pasan a ser infectados en algtin momento y la poblacion de expuestos disminuira.
Por ultimo, conforme evoluciona la enfermedad se tiene que tanto individuos ex-
puestos como infectados pasan a la poblacién de recuperados, y cuando disminuye
la cantidad de individuos con la enfermedad también disminuyen los individuos
que se tendran que recuperar.

A continuacion se muestran las gréaficas de los comportamientos obtenidos de
cada poblacion en el modelo SEIR.
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Figura 3.1: Modelo SEIR.

3.2.

Modelo SEIR con control

Estudiaremos a continuacién un problema de control 6ptimo a partir del mode-
lo SEIR. En este caso se quiere controlar la expansion de la enfermedad infecciosa

mediante el uso de una vacuna.

Como ya se menciond, si Ry > 1 entonces se produce una epidemia y para
evitarlo se propone controlar la enfermedad a través de la vacunacién, esto es lo
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que se estudia en este trabajo. Suponer que la vacuna es efectiva, por lo que todo
individuo susceptible que sea vacunado se vuelve inmune. Sea u(t) el porcentaje
de individuos susceptibles vacunados por unidad de tiempo.

El siguiente diagrama compartimental simboliza el modelo SEIR con el uso de
una vacuna.

uS
bN >
A
cIS eE gl
S > E > [ > R
ds dE dI al dR

El sistema de ecuaciones diferenciales que lo representa es:

S(t) = bN(t) — dS(t) — cS(t)I(t) — u(t)S(t),

E(t) = cSt)I(t) — (e + d)E(t),

I(t) = eE(t) — (g +a+d)(t),

R(t) = gI(t) — dR(t) + u(t)S(t).
Ademés, la observacion se mantiene para este modelo y se obtiene de manera
similar que:

N(t)=S(t)+ E(t) + I(t) + R(1),
N(t) = (b= d)N(t) — al(t),

’ R(t) = N(t) — S(t) — E(t) — I(t).

Asi que, como antes considerar el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

S(t) =bN(t) —dS(t) — cS()I(t) — u(t)S(1), (3.5)
E(t) = eS)I(t) — (e + d)E(t),
I(t)=eE(t) — (g4 a+d)I(t),
N(t) = (b—d)N(t) — al(t),
con condiciones iniciales
5(0) = So = 0,
E(0) = Ey >0,
1(0) =1, > 0,
N(0) = Ny > 0.
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Observacion 3.2.1. En la modelacion, la funcion u(t) € [0,0.9] actia como la
variable de control de este sistema. Si u(t) = 0, no se aplicé ninguna vacuna y se
recupera el modelo SEIR ya analizado. Si u(t) = 1, indica que toda la poblacion
susceptible estd vacunada.

3.2.1. Estabilidad y controlabilidad

Como se ha mencionado en la seccién anterior, la controlabilidad y la estabi-
lidad son propiedades que describen el comportamiento de cierto proceso en un
intervalo de tiempo y que estan relacionadas entre si. Se estudiaran dichas pro-
piedades en el modelo SEIR con vacunacion.

Notar que el sistema no es lineal con respecto a las variables de estado,
asi que para el estudio de la controlabilidad se emplea el teorema [2.3.3] el cual
utiliza un proceso de linealizacion para analizar si el sistema es controlable en una
vecindad de un punto de equilibrio.

En este trabajo se consideran dos puntos de equilibrio, los cuales tienen inter-
pretaciones en términos de la evolucion para cierta enfermedad. Sin embargo, en
el trabajo de David Greenhalgh [16], se estudian a detalle los puntos de equilibro
que tiene el modelo SEIR.

Considerar los puntos de equilibrio:

Xriv =

o O O O

: (3.7)

Xlib =

_ O O =

donde X, es el punto de equilibrio trivial y xj;, es el punto libre de enferme-
dad.

Para la linealizacion del sistema (3.5)) se necesitan las siguientes siguientes
matrices

A= Dyf(x,0)y B= D,f(x,0), (3.8)
en este caso
bN —dS — cSI —uS bN —dS — cS1 —uS
oy cSI—(e+d)E | SI—(e+d)E 0
E0= k- (gratrar |~ |eE—(gratray| | o |
(b—d)N—aI (b—d)N—aI 0
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con Dy y D, las matrices cuyas entradas son las derivadas parciales con respecto
a las variables de estado y de control respectivamente.
Si se considera el punto de equilibrio xy,, entonces

—d —cl 0 —cS b
B B cl —(e+d) cS 0
A= Dxf(xtriva 0) - 0 e _(g +a -+ d) 0
0 0 —a b—d
v (3.9)
—d 0 0 b
10 —(e+d) 0 0
10 e —(g+a+d) O
0 0 —a b—d
y
-5 0
0 0
B = Dyf (Xgiv, 0) = 0 = 1o (3.10)
0 e 0
Ahora, se definen
S(1) S(t) —u(t)
o | E®) | E(t) B 0
N(t) N(t) 0

entonces la linealizacion del sistema del modelo SEIR con control (3.5)) es

x(t) = A-x(t)+ B-u(t)

—d 0 0 b 0
|0 —(e+4) 0 0 0
“lo e —gratady o | XBDF | |u®
| 0 0 —a b—d_ 0
[—d 0 0 b ]
10 —(e+d) 0 0
|0 e —(g+a+d) O x(t).
| 0 0 —a b—d]
Por lo tanto
—d 0 0 b
v |10 —(e+4d) 0 0
x(t) = 0 . —(g+a+d) 0 - x(t). (3.11)
0 0 —a b—d
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Una vez linealizado el sistema se desea verificar que se cumplan las hipotesis
del criterio de controlabilidad . En este criterio se hace la suposiciéon de que
la parte real de todos los valores propios A de la matriz asociada al sistema son
negativos, esto quiere decir que se asume que el sistema es asintéticamente estable

en un punto de equilibrio dado.

A continuacion se emplea el método sistematico para el estudio de la estabi-
lidad. Considerar el sistema y la matriz A = Dyf(Xiv, 0). De hecho, la
matriz A es la matriz jacobiana del sistema evaluada en el punto de equilibrio
Xiriv, asi que se calculan los valores propios de esta matriz

—d 0 0 b
0 —(e+d 0 0
p(A) =det(A— ) = 0 ( . ) (gta+d) 0 - A
| 0 0 —a b—d
[—d — ) 0 0
B 0 —(e+d)— A 0
- 0 e —(g+a+d)— A
0 0 —a

— (—d—A)(—e—d—AN)(—g—a—d—N(b—d—\

Por lo que los valores propios de la matriz A son:

)\1:—d, )\2:—<€+d), )\3:—(g+a+d), )\4:b—d

o = O O

Observacion 3.2.2. Para que el sistema sea asintoticamente estable se
necesita que la parte real de A1, Ao, A3 y Ay sean negativos. En este caso los valores

a,b,d, e, g son constantes positivas, entonces
A1, Ao, Az < 0.
Para Ay = b — d se observa lo siguiente
» Sib>d entonces \y, =b—d >0,

= Sib<d entonces \y =b—d <0,

donde b representa la tasa de natalidad de la poblacion y d es la tasa de morta-
lidad de la poblacion. Asi pues, si la tasa de natalidad es menor que la tasa de
mortalidad, entonces se tiene estabilidad asintotica en el punto Xum,. En general,

no se puede asequrar estabilidad asintdtica.

Por otro lado, se construye la matriz de controlabilidad

G(A,B) = [B,AB,A’B,..., A" ' B]

y como el dominio en el que se esta trabajando es R* se toma n = 4.
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Sean
—d 0 0 b 0
|0 —(e+4) 0 0 {0
A= 0 e —(g+a+d) O - B=1g
0 0 —a b—d 0

Se necesitan calcular A%, A%, AB, A2B, A3B, sin embargo todos elementos de B
son cero y esto simplifica los célculos. Entonces

[—d 0 0 b 0 0
|0 —(e+4d) 0 0 0 | 1|0
AB = 0 e —(g+a+d) O 0o | |0 |’
| 0 0 —a b—d] [0 0
—d 0 0 b 1o 7 Jo ]
2o | 0 —(e+d) 0 0 0o | |0
A'B = 0 e —(g+a+d) 0 o | [0 |”
| 0 0 —a b—d] |0 ] 0
—d 0 0 b 1°M0 7 [o ]
3, |0 —(e+4d) 0 0 0O | |0
4B = 0 e —(g+a+d) 0 0o | |0
| 0 0 —a b—d| |0 ] 10|
Asi que la matriz de controlabilidad es:
0000
B 9 357 |0 0 00
G (A,B) = [B,AB, A’B, A°B| = 000 ol
0000

y rank G (A, B) =0 # 4.

Entonces, como no se puede garantizar la estabilidad asintotica y rank G (A, B) #
4 las hipotesis del criterio de controlabilidad no se cumplen. Por lo tanto el
sistema de control linealizado no es controlable.

El punto de equilibrio x;;, conocido como estado libre de la enfermedad
se interpreta como aquel donde no hay individuos infectados por alguna enfer-
medad, lo cual implica que los individuos no presentan sintomas, no se requie-
re recuperacion y por lo tanto la poblacion total es susceptible. En términos
del modelo SEIR esto significa que S(t) = 1,E(t) = 0,I(t) = 0,R(t) = 0y
N({t)=S({t)+ E({t)+ I(t)+ R(t) = 1.

Ahora se desea saber la estabilidad y controlabilidad de la linealizacion del
sistema alrededor del punto xj;,, se emplea el proceso sistematico usado
para el punto de equilibrio X,y .
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En este caso, las matrices con derivadas parciales son
—d—cl 0 —cS b
B B cl —(e+d) cS 0
O == Dxf(th, 0) == 0 e _(g +a+ d) 0
0 0 —a b—
b (3.12)
—d 0 —c b
|0 —(e+4d) c 0
|0 e —(g+a+d) 0 |’
0 0 —a b—d
y
-5 -1
0 0
D= Duf<X1ib7 0) = 0 = 0 (313)
0 0
Xlib
La linealizacion del sistema (3.5)) es
x(t) =C-x(t)+ D -ult) (3.14)
—d 0 —c b —1
|0 —(e+a) c 0 0
=10 e —(g+a+d) o | XD+ |u®)
0 0 —a b—d 0
Se calculan los valores propios de
—d 0 —c b
c_ |0 —(e+d) c 0
|0 e —(g+a+d) 0 |’
0 0 —a b—d
[—d 0 —c b 100 0]
B 110 —(e+d) c 0 0100
p(A) = det(C'=Al) = || e —(g4a+d 0 | Moo 1o
| 0 0 —a b—d 000 1
[—d — ) 0 —c b
B 0 —(e+d)— A c 0
- 0 e —(g+a+d)— A 0
0 0 —a b—d— A
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=(=d—=AN)(b—d—= N[N+ XNe+g+a+2d)+d*+eg+ea+ed+ dg+ da — ec]
0.

Entonces los valores propios son los siguientes

)\1:—d,
Ny = b—d,

1
)\325(—\/@2—1—62—1—92—|—2ag+4ce—2ae—2eg—a—2d—e—g>,

1
)\425<\/a2+62+g2+2ag+4ce—2ae—269—@—2d—e—g>,

Observaciones 3.2.1. Los valores a, b, c,d, e, g son constantes positivas, entonces

A = —d < 0 y de las observaciones en se analiza cudndo puede ocurrir que
A=b—d<0.
Por dltimo
1
)\325 (—\/a2+62+g2—1—2ag—|—4ce—2ae—269—a—2d—e—g> <0

y para Ny notar lo siquiente:

Los pardmetros e y g representan la tasa a que los expuestos pasan a ser
infectados y la tasa a la que los infectados pasan a ser recuperados respectivamente,
entonces resulta razonable tomar e = 0 = g ya que se hizo la suposicion de que se
esta en un estado libre de la enfermedad. Por lo que

1 1 1 1
A== <Va2—a—2d> =—(la]—a—2d)==(a—a—2d) == (-2d) < —=d < 0.
2 2 2 2

Bajo estas consideraciones es posible tener estabilidad asintética en el punto
Xlib-

Ahora se construye la matriz de controlabilidad G (C, D) = [D,CD,C?D,C? D]
a partir de las matrices

—d 0 —c b -1
|0 —(e+4d) c 0 |10
“=1y e —(g+at+a) o [P0
0 0 —a b—d 0
Sean
—d 0 —c b 1
o2 _ 0 —(e+4d) c 0
|0 e —(g+a+d) O
| 0 0 —a b—d
[ d? —ce alc—0b) +c(2d+g) b(b—2d)
10 elc+e)+d*+2de —cla+2d+e+g) 0
10 —e(a+2d+e+g) (a+d+g)*+ce 0 ’
0 —ae ala—b+2d+g) (b—d)?
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[—d 0 —c b
o8 _ 0 —(e+d) c 0
|0 e —(g+a+d) 0
| 0 0 —a b—d
[—d® p q b(b* — 3bd + 3d?)
10 7 s 0
10t ow 0 ’
0 v ow (b—d)?

donde

p=ce(alc—0) +c(3d+e+yg)),

q=a*(b—c)—a(b® —b(3d + g) + c(3d + 2g)) — c(ce + 3d*> + 3dg + ¢°),

r = —e(ac+ 2ce + cg + €*) — 3de(c + e) — d° — 3d?e,

s=c(a* +a(3d+ e +2g) + ce +3d* + 3d(e + g) + €* +eg + ¢°),

t =e(a’+ a(3d+ e+ 2g) + ce + 3d* + 3d(e + g) + €* + eg + ¢*),
u=—(a+d+g)(a®+2a(d+ g) + ce + d* + 2dg + g*) — ce(a+2d + e + g),
v=uae(la—b+3d+e+g),

w = —a(a® + a(—b + 3d + 2g) + b* — b(3d + g) + ce + 3d* + 3dg + ¢*).

—d 0 —c b —1 d
|0 —(e+4d) c 0 0 |0
D= 0 e —(g+a+d) 0 0 (o |7

0 0 —a b—d| | 0 0
—d 0 —c O —d?
o | 0 —(e+d) c 0 0 10
D=1, e —(g+a+d) O 0 10 ’
0 0 —a b—d 0 0
—d 0 —c b 1% -1 &
s |0 —(e+a) c 0 0o | 1o
D=1 e —(g+a+d) 0 0 | |0
0 0 —a b—d| |0 0
Por lo que
~1 d —d* &
B om ~3m1 |0 0 0 0
G(C,D)=[D.CD.C*D.C°Dl = | = o o ol
0O 0 0 O
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rank G (C,D) =1 # 4.

En consecuencia no se cumplen las hipotesis del teorema [2.3.2] y por lo tanto

el sistema ([3.14)) no es controlable.

Esto quiere decir que no existe una variable de control u(t) que dirija la di-
namica del modelo SEIR con vacunaciéon a los puntos X, v Xjp en un tiempo
finito.

Las matrices B y D tienen solo una de sus entradas distintas de cero debido a
que la variable de control u(t) aparece de manera tnica en la ecuacion S(t) en el
modelo y no esta involucrada en el resto de las ecuaciones, dicho de otra manera,
la aplicaciéon del término de control “vacunaciéon” se considera solo a la poblacion
susceptible.

Ademas, no hay controlabilidad porque la poblacién total crece de manera
exponencial. No es dificil ver que si se resuelve la ecuacion (en el supuesto que no
hay infectados)

N(t) = (b—d)N(t) — al(t) = (b— d)N(t),
se obtiene por solucién
N(t) = Noe® Dt para cierta condicién inicial Np.

Para una modelacion més realista se sugiere un problema donde se modifica la
ecuacion N (t) en el modelo SEIR anadiendo un término de limitacion de recursos
o capacidad de carga. Si se considera la ecuacion logistica queda

N(t) = (b—d)N — BN? —al,

donde B es un parametro de auto limitacion.
Por lo tanto, se sugiere el modelo

S(t) = bN(t) — dS(t) — eS(H)I(t) — u(t)S(t), (3.15)

(
E<t)= S)(t) — (e +d)E(),
[(t) =eE(t) — (g+a+d)I(t),
N(t) = (b—d)N — BN? — al(t),

con condiciones iniciales

S(0) = Sp > 0,
E(0) = Ey >0,
1(0) = I > 0,
N(0) = N, > 0.

y como trabajo adicional proponer algin otro parametro de control como distan-
ciamiento social junto con la vacunacion.
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3.2.2. Aplicacién del principio del maximo de Pontryagin

Utilizando el sistema de ecuaciones diferenciales , Neilan y Lenhart en
[13] proponen un problema de control éptimo para determinar la estrategia de
vacunacion en un intervalo de tiempo fijo [0, 7]. Entonces, la idea es determinar
la politica de vacunacion u(t) para minimizar el funcional

J(u) = /0 " AL + (e

Puesto que 0 < u < 0.9, el costo de vacunacién se mantiene bajo. En cuanto
al término de costo AI(t) se debe tener cuidado al elegir el valor de A. Si A es
igual al parametro a (tasa de mortalidad por la enfermedad) entonces la idea es
minimizar el nimero de muertos infectados por la enfermedad. Elegir A mucho
més pequeno que a significa que se da poca importancia a los individuos que
mueren como consecuencia de la enfermedad. Una A més grande que a significa
que la carga de muertos por la enfermedad es mas importante que el costo de la
vacunacion.

El objetivo es minimizar el nimero de personas infectadas y el costo total de
la vacuna durante un periodo de tiempo fijo, se utilizan técnicas de control 6ptimo
para encontrar un programa de vacunaciéon para una enfermedad epidémica.

El problema de control 6ptimo es el siguiente:

mul'n J(u) = /T AL(t) + u(t)dt, (3.16)
sujeto a : S(t) = bN(t) — dS(t) — eS()I(t) — u(t)S(t),
E(t) = cS(t)I(t) — (e + d)E(t),
I(t)=eE(t) — (g+a+d)I(t),
N(t) = (b—d)N(t) — al(t),
con : S(0) = Sy >0, S(T) libre,

>
E(0)=Ey >0, E(T) libre,
Iy >0, I(T) libre,
= Ny > 0, N(T) libre,

El Lagrangiano asociado al funcional J(u) del problema (3.16|) es

F=F(S@t),E®),I(t),N(t),u(t)) = AI(t) +u?(t). (3.17)
Sean
S(t) S(t) S*(1)
) E(t E(t . E*(t)
X(t) - I(t)> ) X(t) - [(t)) , X (t) - I*<(t) ,
N(t) N(t) N*(t)
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ademas

bN(t) — dS(t) — eS(t)I(t) —
cS(t)I(t) — (e+ d)E(t) o=
eEt)—(g+a+d)I(t) |’
(b—d)N(t) —al(t)

f:

Por lo que las restricciones se pueden reescribir como sigue

x(t) =f+u(t)g.

Aplicando el caso particular del principio del méximo de Pontryagin [2.42}
Para nuestro problema el Hamiltoniano se define como:

Ht,x,w,A) = F+X- (f+u(t)g),

donde ” -7 denota el producto punto entre vectores.
A saber, A\ es el vector

As
AE
A1
AN

Entonces el Hamiltoniano queda de la siguiente manera

A:

H(t,x,u,A) = F+ X (f + u(t)g)

As bN(t) — dS(t) — eS(t)I(t) —S(t)
2 A\ cS(t)I(t) — (e+ d)E(t) 0
= AI) + (1) + M| eE(t) — (g+a+d)I(t) +ult) 0
AN (b—d)N(t) —al(t) 0

= AI(t) +u*(t) + As(t) (DN (t) — dS(t) — cS(t)I(t) — uS(t))+
+ Ap(t) [eS()1(t) — (e + A)E(D)] + Ar(t) [e£(t) — (9 + a+ d)I(t)] +
+ An(8) [(b—=d)N(t) — al(t)].

Por lo tanto

H(t,x,u,A) = Al +u* + Ag(bN — dS — cST — uS) + Mg [¢ST — (e + d)E] +
CM[eE — (g +a+d)]+ Ay [(b—d)N — all. (3.18)

A partir del Hamiltoniano (3.18)) se construye las ecuaciones adjuntas como
en , donde para cada multiplicador de Lagrange Ag, Ag, A\;, Ay se obtiene una
ecuacion diferencial
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: oH . oH . oH . 0OH
/\3——%, )\E__ﬁ_E’ Al =——+ =~

Entonces
Ag = — [Asd — AgeI* — Agu+ Agel']
g = — [-Ap(e+d) + \e],
A1 = —[A = AgeS* + ApeS* — M\(g+a+d) — Aya],
Av = —[Asb+ An(b—d)],
=
As = Ag (d + eI 4+ u) — Agel*,
Ag = Ap(e+d) — e,

)\[ =-A + )\ScS* — )\ECS* — )\[(Q +a+ d) + )\NCL,
Av = —Agb— Ay (b—d).

Ademas, para el instante final dado T las condiciones de frontera S(T"), E(T), I(T), N(T)
son valores libres, lo cual lleva a que se impongan las siguientes condiciones de
transversalidad:

As(T) = 0, A\p(T) = 0, \((T) = 0, \y(T) = 0.

De esta manera se obtiene el sistema adjunto

Ag = Ag (d+ eI 4 u) — Agel*,

Ag = Ap(e+d) — Are,

Ar = —A+ AgeS™ = ApeS™ = Ai(g+a+d) + Ana,
Ay = —Agb — An(b—d),

As(T) =0,
)\E(T) =0,
)\I(T) =0,
An(T) =0

Resulta complicado resolver de manera analitica el sistema adjunto para deter-
minar la variable de control u(t), ya que dicho sistema esta acoplado mediante las
variables adjuntas Ag, Ag, A\; v Ay. Sin embargo, es posible caracterizar al control
6ptimo mediante el Hamiltoniano ([3.18)), para ello es necesario considerar que

agH(t,x*,u*,)\*) =0

u
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es una condicién necesaria para que
H(t,x"(t),u"(t),N"(t)) < H(t,x*(t),u(t), A\"(t)), ¥V u(t) €[0,0.9],
o de manera equivalente

H(t,x*(t),u"(t),A*(t)) = min [H(t,x"(t),u(t), X" (t)].

u€[0,0.9]

Entonces, derivando el Hamiltoniano (3.18)) con respecto a u e igualando a
cero:

OH 0

S = 5o [P+ A (E+u(t)g)] = 2u" — XsS" = 0.

Por lo tanto u* = % es el control 6ptimo.

La variable adjunta Ag y la variable de estado S* son necesarias para deter-
minar a v*, sin embargo no es sencillo de hacer de manera analitica por lo que se
encuentran de forma aproximada usando una implementacién numérica conocida
como Método Forward-Backward Sweep, el cual se describe mas adelante.



4 Resultados numeéricos

Los resultados numéricos mostrados en esta seccién corresponden al estudio
del problema de control 6éptimo para el modelo SEIR. Se busca de manera nu-
mérica la solucion del sistema de estado y el sistema adjunto para determinar los
valores aproximados de la variable de control u*(t).

El algoritmo que se aplica se puede consultar a detalle en el articulo Con-
vergence of the forward-backward sweep method in optimal control en [18]. Este
algoritmo se llama Método Forward-Backward Sweep y es una técnica para resolver
problemas de control. Es un método indirecto, es decir, aproxima las soluciones
resolviendo el problema con valores acotados, que resuelve las ecuaciones diferen-
ciales del Principio del Maximo de Pontryagin de manera numérica. Para esto se
utilizan dos teoremas que no se enuncian en este trabajo, sin embargo muestran
que al resolver de manera iterativa el sistema de ecuaciones diferenciales se ob-
tiene una sucesion que converge a la solucion del sistema. Y el segundo teorema
asegura que al discretizar el sistema continuo, la iteracién converge al aumentar
el namero de iteraciones y la cantidad de subintervalos.

La idea central de este algoritmo es tomar el valor inicial de la ecuacion de
estado y resolverla de manera forward (avanzando) en el tiempo, estimando el
control y la variable de estado. Luego, usando los valores obtenidos, se toma el
valor final de la variable adjunta y se resuelve de manera backward (hacia atras)
en el tiempo.

Para implementar el algoritmo primero se definen las variables de estado, las
variables de coestado y las variables de control. Se hace una particiéon del intervalo
[to, T] en subintervalos para discretizar el tiempo y las variables se inicializan en
cero. Por otro lado, se hace uso de las condiciones iniciales del sistema, es decir,
se consideran los valores de Sy, Ey, Iy, Ng en ty. Luego, para cada iteracion del
algoritmo se aplica el método de Runge-Kutta forward en el estado y a partir de
los valores obtenidos se usa el método de Runge-Kutta backward en el coestado.
Con la obtencion de estos valores se calcula el valor de la variable de control u(t).

29
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Cuando son calculadas todas las variables, se hace una comparacién con los
valores de la iteracion anterior con el objetivo de ir convergiendo de manera nu-
mérica a la soluciéon. A continuacion se presentan las graficas resultantes después
de aplicar la implementaciéon numérica.

Para la interpretacion de los resultados es necesario recordar que la constante
c es la tasa de incidencia de la enfermedad y mide el nimero de casos nuevos
en cierto periodo de tiempo. Si se considera ¢ = 0.001, un valor razonablemente
realista, la propagacion de la enfermedad es “grave”, asi que se necesitan medidas
de contenciéon. En este caso, se utiliza la politica de vacunaciéon 6ptima encon-
trada para un 90 % de la poblacion susceptible desde un inicio, esto implica que
fueron protegidos (méas de la mitad) los individuos susceptibles de los expuestos e
infectados, ademés de que se incorporan los susceptibles protegidos a la poblacion
de recuperados. Se observa que es conveniente vacunar alrededor del 40 % de la
poblacion, incluso después de que las poblaciones de expuestos e infectados hayan
disminuido. Con los primeros anos de evoluciéon de la enfermedad se toman las
medidas de vacunacion pertinentes para contener la enfermedad e ir disminuyendo
las poblaciones de expuestos e infectados.
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61



5 Conclusiones

En este trabajo se presentaron en el segundo capitulo los elementos bésicos de
la teoria de los sistemas dinamicos para describir la evolucion de un proceso a lo
largo del tiempo y del célculo variacional como una herramienta de optimizacion.
Desde esta perspectiva se abordé el desarrollo de la teoria de control de forma
bésica combinando las teorfas mencionadas para resolver problemas en algunas
aplicaciones modernas, haciendo énfasis en dos resultados fundamentales: la Con-
trolabilidad y el Principio del méximo de Pontryagin.

En el tercer capitulo se analiz6 la construccion a detalle del modelo epidemio-
logico SEIR, el cual se estudié desde dos enfoques. Para el primer tratamiento
del modelo se usaron las técnicas basicas de los sistemas dindamicos, a través de
métodos computacionales se obtuvieron graficas de las soluciones para observar
el comportamiento de las poblaciones de los individuos ante la presencia de cierta
enfermedad. En el segundo criterio se formulé un problema de control usando el
modelo SEIR con politicas de vacunaciéon. El problema consistié en encontrar una
politica de vacunaciéon de costo 6ptimo y que al mismo tiempo redujera la pobla-
cion de individuos infectados. En este mismo apartado se utilizo la propiedad de
controlabilidad para determinar, en este planteamiento, que no hay una variable
de control que dirija al sistema a un estado en particular. Ademas se observo que
no es posible garantizar la estabilidad del modelo ni su controlabilidad. En forma
general se plantean modificaciones posteriores para desarrollar un modelo méas
realista que sea estable y controlable. Finalmente se deja abierta la posibilidad
de introducir dos controles independientes, por ejemplo la tasa de vacunaciéon y
distanciamiento social.
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A Algunos resultados de Sistemas dinamicos

Proposicion A.0.1. Si A y B son transformaciones lineales en R™ que conmu-

tan, es decir, que AB = BA, entonces eATB = eAeB.

Demostracion. Si AB = BA, entonces por el teorema binomial

A/BF
Gk

(A+B)"=nl >

n=j+k

Entonces

= ABF NAT B
A+B _ _ A D" AB
€ _ZZ K] _Zﬂzk!_ee'
n=0 n=j+k j=0 k=0

Se ha utilizado el hecho de que el producto de dos series absolutamente conver-

gentes es una serie absolutamente convergente (consultar [19]). O

Lema A.1. Sea A una matriz cuadrada, entonces

Demostracion. Ya que A conmuta consigo misma, se sigue que por la Proposicion

y la Definicion [2.4] se tiene que

d A cAlt+h) _ At
dt h—0 h
A
= l{m A (6 : I)
h—0 h
A2h AkpE—1
=eAlm lim ([A+——+.. . 4
h—0 k—00 21 k!
= Aeft.

La tltima igualdad se obtiene por el hecho de que la serie que define eA" converge

uniformemente para |h| < 1y por lo tanto se pueden intercambiar los dos limites.
]
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Teorema A.2 (Teorema fundamental para sistemas lineales). Sea A una matriz

de n x n con coeficientes constantes y X(t) = el

1. La solucion unica del sistema homogéneo

x(t) = Ax(t), (A.1)
x(0) = xq,
x(t) = X(t)xg = e®xo. (A.2)

2. La solucion unica del sistema no homogéneo

x(t) = Ax(t) + b(t), (A.3)
x(0) = xo,
x(t) = X)X 1(0)xo + /O X ()X *(s)b(s)ds, (A.4)

donde X71(0) =1 es la matriz identidad de tamarnio n x n.

Demostracion.
Para 1.
Por el Lema [A.1] si x(t) = eA'xg, entonces

d
x(t) = aeAtxo = Aetxy = Ax(t)

para cada t € R. Ademas, x(0) = Ixg = Xo. Por lo tanto x(t) = eAxy es una

solucién. Para ver que ésta es la tnica solucién, sea x cualquier solucién del
problema y sea

y(t) = e Mx(t).
Entonces, por el Lema y el hecho de que x(t) es una solucion de

y(t) = —Ae ™ Ax(t) + e Ax(t)
= —Ae Mx(t) + e M AX(1)
~0

para cada t € R dado que e™! y A conmutan. Asi que, y(¢) es una constante. Si
t = 0 muestra que y(t) = xq y entonces cualquier solucion del problema es dada
por x(t) = eAly(t) = eAlx.
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Para 2.
Por la definicion de la funcion x(t) en (A.4)) se tiene que

% = X(1)X1(0)xo + X(t)X(t)b(t) + /0 t X (t)X 1 (s)b(s)ds. (A.5)

Como X(t) = €A es una solucién matricial fundamental del sistema homogéneo

(A.1)), entonces

X =A | X)X 10)xo + /t X(t)X—l(s)b(s)ds] + b(t)
— Ax(t) +b(t),

para cada t € R. Y esto completa la prueba del teorema. O



B Algunos resultados de Calculo Variacional

Lema B.1 (Lagrange). Sea g(x) una funcion continua en |a,b] tal que

b
| st@hiz)dz =0,

para cada h € C([a,b]) tal que h(a) = h(b) = 0, entonces g(x) = 0.

Demostracion. Suponer que existe zo € (a,b) tal que g(xy) > 0. Por continuidad
de g, debe existir un intervalo (¢, d) con xy € (¢,d) y con (¢,d) C (a,b) en que
g(x) > 0 para cada = € (c¢,d). Se define para cada = € [a,b], h(x) de la siguiente
manera:

0 si x & [c,d

h(z) € C'([a,b]), como g(x) > 0V € (¢,d) y h(z) > 0 Vx € (¢,d) por definicion,
entonces g(z)h(x) > 0Vz € (¢, d). Mientras que g(x)h(z) = 0Vz ¢ (c,d), entonces
se tiene que

hi) = {(x —ofle—dfsiceled

/abg(x)h(x)dx _ /Cdg(m)h(x)dx -0,

donde en la tltima desigualdad se utiliza la propiedad de monotonia de la inte-
gral.

Lo que contradice el hecho de que f:g(x)h(x)d:v = 0. Por lo tanto, no existe
zo € (a,b) tal que g(z) > 0. Asi que g(z) < 0 Vz € (a,b).

Similarmente, por el mismo razonamiento para la funcién —g se concluye que
—g(z) <0V € (a,b), que es equivalente a g(x) > 0 Vz € (a,b).
Entonces para cada = € (a,b), g(x) > 0y g(x) < 0, pero solo ocurren cuando
g(x) =0 Vz € (a,b). Por la continuidad de g, g(a) y g(b) también valen cero. Por
lo que se concluye que g(z) = 0 en el intervalo [a, b]. O

Teorema B.2 (Ecuacion de Euler). Si x*(t) es un minimo local del Problema
2.10), entonces x*(t) cumple la siguiente condicion

d
F,— —F, =0, Vtelto.t].
I 0, Vte [ty ti]
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Demostracion. Suponer que la funcion z*(t) es una solucién 6ptima al Problema
(2.16)), es decir, J(z*) < J(z) para toda funciéon admisible z(t).

Sea x(t) = z*(t) + eh(t) para z* € C'([to,t1]) tal que J(z*) es minimo, € ~ 0
y h(t) € C([to,t1]) con h(ty) = h(t;) = 0. Entonces

F(t,x(t), &(t)) = F(t,z*(t) + eh(t), &*(t) + eh(t))

J(z) = /tl F(t,2*(t) + eh(t), 2*(t) + eh(t))dt.

to

Considerar que F' € C*([ty,1]), entonces

. dJ d

_ / " d [F(ta°(t) + eh(t),°(t) + eh(1))] .

/t1 F(t,z*(t) + eh(t), 2*(t) + eh(t))] dt

to
de
Aplicando la regla de la cadena a la expresion anterior, se tiene que

J<E> = /t 1 |:Ft(t,f]3*<t> + eh(t), 2" (t) + d‘L(t)%_'_

+F,(t, 2 () 4 €h(t), i* (t) + eh(t))h(t) + Fy(t,x*(t) + eh(t), *(t) + eh(t))h(t)] dt.

Si e = 0, entonces

J0)=0 = / CEt 2 (t), 7 (1)) ‘;—‘Z + Fu(t, 2 (t), 3 (1) h(t) + Fa(t, z*(t), 3 (£))h(t)dt
to —~—

_ / 1 [Fut, (0, 8 (0)h(e) + Falt, 27 (2), & (0)i(1)] .

to
Para simplificar la notacion, se reescribe la expresion anterior como

t

J(O):/tl [Fxh(t)JrFih(t)] dt:/lFxh(t)dtJr/tl Fuh(t)dt=0. (B.1)

to to to
Integrando por partes el segundo sumando, se obtiene

/ ) F;h(t)dt = [F(t)h(t)]]; — /t :1 [%Fi} h(t)dt

to

y, como h(ty) = h(t1) = 0 entonces
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t1 . t1 d
/ Fuh(t)dt = — / [—F} h(t)dt,
to o Ldt

que al sustituir en (B.1]) y reordenando

t1 d

J(0) = /: [F - %FJ h(t)dt =0

para cada h € C*([tg,t1]) con h(ty) = h(t;) = 0. Por lo tanto, por el lema se

concluye que Vt € [to, t1] se cumple la siguiente condicion

d
dt

Entonces

[]

Teorema B.3 (Primera integral). Cuando el Lagrangiano F de f;;l F(t,z(t),z(t))dt
no depende explicitamente de t, entonces cualquier extremo no trivial satisface la
primera integral de Euler

— — F = C
y am 0
donde Cy es una constante de integracion.
Demostracion. La demostracion se puede consultar en [9)]. O

Lema B.4 (Du Bois-Reymond). Sean «a(t) y B(t) funciones continuas en [a,b]
tales que

b
/ (a(B)h(t) + B(E)A(E)) dt = 0

para cada h € C'([a,b]), con h(a) = h(b) = 0. Entonces  es C' ([a,b]) con
derivada f(t) = a(t).

Demostracion. Se puede consultar en [20]. O

Lema B.5. Sean P(t) y Q(t) funciones continuas en I = [a,b] tales que el si-
guiente funcional cuadrdtico

/ab (P(t)h(t)2 + Q(t)h(t)2> dt

esté bien definido para cada h € C*' ([a,b]), con h(a) = h(b) = 0. Una condicion
necesaria para que el funcional no sea positivo para toda h es que P(t) <0 en I.

Demostracion. Se puede consultar en [20)]. O
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Teorema B.6 (Condicion de Legendre).

= Siz*(t) es un minimo local del Problema (2.16)), entonces x*(t) satisface la
siguiente condicion

Fis (t,27(t), 5 (1)) > 0, Vt € [to,t].

= Sia*(t) es un mdzimo local del Problema (2.16]), entonces x*(t) satisface la
siguiente condicion

Fis (t,27(t), 3 (1)) <0, Vt € [to,t].

2
donde g—g = F;;

Demostracion. Se demuestra la condicién para el caso del méaximo. En la demos-
tracion del Teorema[B.2] en donde se obtenia la ecuacion de Euler, se han aplicado
condiciones de optimalidad de primer orden a la funcién

t1 .
J(€) :/ F(t,x*(t) + eh(t), z*(t) + eh(t))dt.
to

Ademas

. tl .

J(e) = / [th(t) + ngh(t)] dt,

to

donde F, y F; dependen de (t, x*(t) + €eh(t), 2*(t) + eh(t)) y se escriben asi para

simplificar la notacion. Derivando J(e) con respecto a € se obtiene:

Je) = / tl%[th(t)jLF@h(t)] dt
= [ [0 () 4 i) + 1) (Rch@) 4 F0)

— /t1 [h2(t)Fm + 2h(t)h(t) Fyy + hQanc:| dt,

to

donde F,, Fy;, F; dependen de <t, *(t) + eh(t), o*(t) + eh(t)) . Sie =0, entonces

J(0) = / ’ [hQ(t)Fm+2h(t)h(t)Fm+h2FM} dt

to

t1 31 . tr |
= / h2(t)Fmdt+2/ h(t)h(t)Fm;«dt—i—/ h? Fysdt,

to to to

ahora con Fy,, F,;, F; que dependen de (¢, z*(t),2*(t)).
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Integrando por partes la segunda integral de la expresion anterior, y ya que

h(to) = h(t1) = 0 queda
1 t
1 1
— —/ hQ(t)iFmdt

t1 d
= — / R2(t)— Fadt,
o dt

2 /: h(t)h(t)Fppdt = 2{ BhQ(t)Fm}

entonces

t1 . t1 |
JO) = h?(t) Fppdt + 2 / h(t)h(t) Fppdt + / h?Fdt

0 to to
d .
{hQ(t)Fm — h2(t)EFm + hZFm} dt
0

, d
— / {Fm? - (F — —F) hz(t)] dt.

Aplicando el Lema , con P(t) = Fip vy Q(t) = Frp —
F,, <0 Vte [to,t1].

/ tl
t
/ tl
t

t1

%Fm se concluye que

]



C Algunos resultados de Control Optimo

Teorema C.1 (Matriz de controlabiilidad). Se tiene que
rank G =n < 0¢€C°,

donde C° es el interior del conjunto C.

Demostracion. 1. Suponer que rank G < n. Esto significa que la base de la colum-
nas de G tiene una dimensién inferior o igual a n — 1. Entonces existe un vector
b € R", b # 0, ortogonal a cada columna de G. Lo que implica que

b"G =0,
entonces
b"N=b"MN =---=b"M"'N =0.
2. Se puede afirmar que
b" MFN =0 (C.1)

para cada valor entero positivo k.
Para demostrarlo primero se recuerda que el polinomio caracteristico de una
matriz M es:
p(A) == det(M — AI).

Por el teorema de Cayley-Hamilton se establece que
p(M) = 0.

Si se escribe

PA) = A"+ B AT b B+ B,

entonces
p(M) = M"+ B, M" 4+ B M + Byl = 0.

Por lo tanto
M™ = _ananil - BlMl - B()Ia

y asi

b’ M"N =b? (-8, M"' —-..)N = 0.

De manera similar,

b’ M" "' N =b" (-8, 1M™ —---)N = 0.

71
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Por lo que queda demostrada.

Notar que

T~ —1 T _—sM TOO< kMk -

b'X ' (s)N =bleMN =b"y L — :Z k| =0,
k=0 =0

de acuerdo con [C1l
3. Suponer que xg € C(t). Esto es equivalente a tener

- /Ot X !(s)Nu(s)ds = 0

t
b-xy = —/ b" X !(s)Nu(s)ds = 0.
0

para algun control u(-) € U.
Entonces

Esto dice que b y xq son ortogonales. En otras palabras, C debe estar en el
plano ortogonal a b # 0. Por lo tanto C° = ().

4. De manera inversa, suponer que 0 ¢ C°. Entonces 0 ¢ C°(t) V¢t > 0. Como
C(t) es convexo, entonces existe un hiperplano soporte para C(t) a través de 0.
Esto significa que existe b # 0 tal que b - xq < 0, Vxq € C(t).

Elegir cualquier x € C(t). Entonces

- [ x vt

para cualquier control u, y por lo tanto

t
0>b-xy= —/ b" X !(s)Nu(s)ds = 0.
0
Asi .
/ b" X (s)Nu(s)ds <0, ¥ u(-).
0

Se afirma que, por lo tanto

b'X !N =0, (C.2)
lo anterior se demuestra en el lema ((C.2)). Reescribiendo (C.2]) como

bleMN = 0. (C.3)

Si s = 0 entonces bTe ™ "N = b N = 0. Derivando (C.3) con respecto a s se
tiene que

b’ (—~M)e "N = 0.



73

Para s = 0 en la ecuacién anterior queda

b"MN = 0.

Al hacer repetidamente este proceso, se deduce
b'MEN =0VE=0,1,2,...,

Asi que b"G = 0. Esto implica que rank G < n, debido a que b # 0.

O

Lema C.2 (Desigualdades integrales). Suponer que

t

/ b"X ! (s)Nu(s)ds < 0
0
para cada u(-) € U. Entonces
b"X'N =0

Demostracion. La demostracion se puede consultar en |12]. O

Teorema C.3 (Criterio de controlabilidad). Sea A el cubo [—1,1]" enR™. Suponer

también que rank G =n, y Re A < 0 para cada valor propio A de la matriz M.
Entonces el sistema es controlable.

Demostracion. Ya que rank G = n, el teorema dice que C contiene alguna
bola B centrada en 0. Ahora, tomar cualquier xq € R™ y considerar la evolucion

x(t) = Mx

x(0) = xo;

en otras palabras, tomar el control u(-) = 0. Ya que Re A < 0 para cada valor
propio A de la matriz M, entonces el origen es asintoticamente estable. Asi que
existe un tiempo 7' tal que x(7T") € B. Entonces x(T') € B C C; y por lo tanto
existe un control u(-) € U que dirige x(7") a 0 en un tiempo finito. O

Teorema C.4 (Principio del maximo de Pontryagin). Sea u*(t) la trayectoria
dptima de control, continua por pedazos, y x*(t) la trayectoria de estado dptima
asociada, definidas en el intervalo [to,t1]. Entonces existe una funcidn vectorial
A*(t) continua que posee primeras derivadas continuas por pedazos, tal que para
cada t € [to, t1] se cumple:

1.

A = o H(X (0,0 (0.,

para cada i = 1,...,n en todos los puntos de continuidad de u*(t), ademds
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0 0
A= —S5x"t),.... N\, = Six*(t
1= g, 2@ A= 5 -SR],
donde al evaluart =t, en cada \) se obtienen las condiciones de transver-

salidad.

El sistema de ecuaciones diferenciales formado por las N} se denomina “sis-
tema adjunto” o “sistema de coestado”. A las funciones X! (t) se les denomina
“variables adjuntas” o “variables de coestado”.

2. Para el caso de mazximizar, se cumple que

H(t,x* (1), u™(1), A(1)) = H(t,x"(t), u(t), N(1)),

para cada u(t) € U (se define de manera similar cambiando la desigualdad
en el caso de minimizar el funcional objetivo).

3. La trayectoria de estado dptimo x*(t) es solucion del sistema con
condicion inicial X,

X<t> = f*<t7 X*(t)’ U*<t))7

para cada i =1,...,n en todos los puntos de continuidad de u*(t),
con
(1) ui(t)
X (t) = 5(t) y wr(t) = u2:(t)
v i (1)

Demostracion. Considerar el siguiente problema de control 6ptimo:

t1

méx J(u) = / Flt,x,u]dt + S [x(t1)] (C4)
to

sujeto a : x = f(¢,x,u)

con : X(tg) = Xo,

donde para hacer mas simple la deduccion se considera que la variable de con-
trol u no esta sujeta a restricciones, es decir, u(t) € U = R, y tanto la variable
de estado como la variable de control son escalares (unidimensionales). Para esta
formulacion del problema de control 6ptimo se deducen a continuacion las con-
diciones necesarias de optimalidad que proporcionan el principio del maximo de
Pontryagin, utilizando métodos del calculo variacional.

El Hamiltoniano asociado al problema es:

H(t,x,u,\) = F(t,x,u) + \t)f(t, z,u).
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De la ecuacién de estado
T = f(t,z,u)

se tiene que
ft,z,u) — =0, Vt € [ty, t],
entonces .
1
| @ — dla o
to

para cualquier funcién A(t) continua y con derivada continua por pedazos.
Sumando el valor de esta integral al funcional objetivo, se tiene

J= [ {P(te,u) + MOt 2) — 3]} de + Sla(ty)]

to

_ /t P (F(t ) + M0 (b ) — AOdE + Sl(ty)

:/1[F(t,m,u)—I—)\(t)f(t,x,u)dt—/ A(t)z]dt + S[z(t1)]

to to
t1

— [ H(t, 2 Nt — /tl NO)idt + S[a(t)].

to to

Integrando por partes la segunda integral

t1

/tl At)zdt = A(t)z(t) ,f;—/tl x}\(t)dt:A(tl)x(tl)—)\(to)x(to)—/ z\(t)dt.

to to to

Por lo tanto, se tiene que:

7= [ 6003 30)] X0 + Ayt + Slate )]

to

para cualquier trayectoria de control u(t), con trayectoria de estado asociada x(t),
por lo que se verifica que @ = f (¢, x,u), con z(ty) = .

Sea u*(t) la trayectoria de control 6ptimo. Se perturba dicha trayectoria con
una funcion arbitraria «(t) continua por pedazos. Sea:

uc(t) = u*(t) + ea(t), Vt € [to, t1],

con a(t) fijay e > 0.

Sea x*(t) la trayectoria de estado 6ptima asociada al control u*(t). Sea z(t, €) la
trayectoria de estado asociada al control u.(t). Suponer que z(¢, €) es una funcion
continua, con derivada parcial con respecto a € continua. Es claro que si € = 0
entonces x(t,0) = z*(t),Vt € [to, t1].

Dados u*(t) y «(t), entonces el valor del funcional objetivo asociado a u(t) y
x(t, ) depende de manera tnica de € y cuyo valor es:
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J(e) = / 1 [H (t,2(t, €), u(t) + ea(t), \(t)) + x(t, E)A(t)] dt

to

— At1)z(t1, €) + A(to)xo + S[z(t1, €)].

Como u*(t) es el control 6ptimo y x*(¢) es la trayectoria 6ptima de estado, J(€) al-
canza el valor méximo cuando € = 0, por lo que se cumplira la condicion necesaria
de optimalidad, es decir J(0) = 0.
Derivando J(e) con respecto a € se tiene que:
- dJ “"ToHOt OHOxr OHOu Ox.
Jle) = & _ GOt oo I LT @] dt
(=2 /t [81& 9 T Or e " Duoe e ”}

_ )\(tl)aﬂf(tl,E) | OSla(tr. )

Oe ox Oe
WloHOr OH ox .
= /to [%E + %a(t) + &)\(t)] dt
Oxr  0S[z]Ox
— )\(tl)a + 9r Oe

Si € = 0 e igualando a cero se tiene que:

J(0) = /: Kaai* +A(t)> % + a;;a(t)] dt
= /: :(85* +X(t)> % + aa]foz(t): dt
_ A(tl)axgzl) 495 [g:itl)] %

hrioHr dx  OH* ]
—/to ( o +)\(t)>§+ 5 oz(t)_ dt

dS ox
+ (% - )\(tl)> o =0,

donde oH* 9 oH* 9

= —H(t, " u", \ = —H(t,x" u", \").

or  Or (t 2%, ', A, ou  Ou (t 2%, ', )

Como % es dificil de determinar, se selecciona \(¢) de manera que no haya nece-
sidad de calcular dicha derivada parcial, por lo que A*(t) se toma de manera que

se cumpla:

- 0 d
A (t) = —gH(t,a:*,u*, A"), con A*(t1) = %S[x*(tl)],
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entonces g
J(0) = / (%H(zﬁ, A VA )\*)) a(t)dt =0,
to

que se debe de cumplir para cualquier funcién «(t) continua por pedazos. En
particular, si se toma

at) = %H(t,x*,u*, %)

se tiene que satisfacer lo siguiente:

2

t1 8
ZH(t ", N | dt =
[ [ x) a-o.

por lo que

0
%H(t, .T*,'Ll,*, )\*) = O,Vt S [to,tl].

Por lo tanto, se dedujo que existe una funciéon \*(¢) continua con derivada continua
por pedazos, tal que para cada t € [tg, 1] se cumple que

1.

X"(t) = —%H(t,x*,u*, %),

en todos los puntos de continuidad de u*(t),

con \'(t;) = %S[x*(tl)].

%H(t,x*,u*,)\*) =0,

que es una condicién necesaria para que

H(t,z"(t),u"(t), \"(t)) > H(t,z"(t), u(t), \*(t)), Vu € R.

:t‘ - f(t’ x? u)?
en todos los puntos de continuidad de u*(t), con z*(ty) = .
Por lo tanto, se han obtenido las condiciones que constituyen el principio del méa-

ximo de Pontryagin. La demostracion se sigue manteniendo cuando se consideran
funciones vectoriales. [
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D Implementacion Numeérica

Se presenta el codigo del Método Forward-Backward Sweep para aproximar las
soluciones al problema de control en el modelo SEIR, cuya programaciéon se hizo
en MATLAB (el codigo original se puede consultar en |13]). Ademas se anadieron

algunas lineas de codigo para utilizar el método de Runge Kutta en el modelo
SEIR.

function y = Control(b,d,c,e,g,a,S0,E0,I0,R0,A,T)
test = -1;

delta = 0.001;

M = 1000;
t=linspace(0,T,M+1);
h=T/M;

h2 = h/2;

%Variables en el modelo SEIR
Sn=zeros (1,M+1);
En=zeros (1,M+1);
In=zeros(1,M+1);
Rn=zeros (1,M+1);
Nn=zeros (1,M+1);
Sn(1)=S0;
En(1)=E0;
In(1)=10;
Rn(1)=R0;
Nn(1)=SQ+EQ0+I0+R0;

%Variables en el modelo SEIR con control
S=zeros(1,M+1);

5 E=zeros(1,M+1);

I=zeros(1,M+1);
R=zeros (1,M+1);
N=zeros (1,M+1);
S(1)=S0;

E(1)=EQ;

I(1)=1I0;

R(1)=R0;
N(1)=S0+EQ+IQ+RQ;

; %Variables adjuntas del sistema adjunto

lambdal=zeros (1,M+1);
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lambda2=zeros (1,M+1);
lambda3=zeros (1,M+1);
lambda4=zeros (1,M+1);

u=zeros(1,M+1);

while(test < 0)
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oldu = u;
oldS = S;
oldE = E;
oldI = I;
oldN = N;
oldlambdal = lambdal;
oldlambda2 = lambda2;
oldlambda3 = lambda3;
oldlambda4 = lambda4;
for i = 1:M
% Implementacion del metodo de Runge-Kutta para el modelo
SEIR
n11 = b*Nn(i) - d*Sn(i) - c*Sn(i)*xIn(i);
n12 = cxSn(i)*In(i) - (e+d)*En(i);
n13 = exEn(i) - (gta+td)xIn(i);
n14 = (b-d)*Nn(i) - axIn(i);
n21 = bx(Nn(i)+h2*n14) - dx(Sn(i)+h2%nl11)

*(In(i)+h2*n13);

- c*(Sn(i)+h2%n11)

n22 = c*x(Sn(i)+h2*n11)*(In(i)+h2*n13) - (e+d)*(En(i)+h2*nl12);

n23 = ex(En(i)+h2*n12) - (gt+tat+td)*(In(i)+h2*n13);

n24 = (b-d)*(Nn(i)+h2*n14) - a*(In(i)+h2*n13);

n31 = bx(Nn(i)+h2*n24) - d*x(Sn(i)+h2*n21) - c*(Sn(i)+h2*n21)
*(I(i)+h2*xn23);

n32 = c*x(Sn(i)+h2*n21)*x(I(i)+h2*n23) - (e+d)*(E(i)+h2%*n22);

n33 = ex(E(i)+h2*n22) - (gt+tat+td)*(In(i)+h2%*n23);

n34 = (b-d)*(Nn(i)+h2*n24) - ax(In(i)+h2*n23);

n41l = bx(Nn(i)+h*n34) - dx(Sn(i)+h*n31) - c*x(Sn(i)+h*n31)*(In
(i)+h*n33);

n42 = c*x(Sn(i)+h*n31)*(In(i)+h*n33) - (e+d)*(En(i)+h*n32);

n43 = ex(En(i)+h#*n32) - (gt+tat+td)*(In(i)+h*n33);

nd44 = (b-d)*(Nn(i)+h*n34) - ax(In(i)+hxn33);

Sn(i+1) = Sn(i) + (h/6)*(n11 + 2%*n21 + 2*n31 + n41);

En(i+1) = En(i) + (h/6)*(n12 + 2%*n22 + 2*n32 + n42);

In(i+1) = In(i) + (h/6)*(n13 + 2*xn23 + 2*n33 + n43);

Nn(i+1) = Nn(i) + (h/6)*(n14 + 2%*n24 + 2*n34 + n44);

%Implementacion del metodo de Runge Kutta al
variables de estado hacia adelante en el tiempo

resolver las
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m11 = bx*N(i) - d*xS(i) - c*S(i)*I(i) - u(i)=*S(i);
mi2 = cxS(i)*I(i) - (e+d)*E(i);

mi3 = exE(i) - (gta+d)*I(i);

ml4 = (b-d)*N(i) - axI(i);

m21 = bx(N(i)+h2*xm14) - d*(S(i)+h2*m11) - c*(S(i)+h2*m11)*(I(
i)+h2*m13) - 0.5*x(u(i)+u(i+1))*(S(i)+h2*xm11);

m22 = c*(S(i)+h2*m11)*(I(i)+h2*m13) - (e+d)*(E(i)+h2*m12);

m23 = e*x(E(i)+h2*m12) - (g+ta+td)*x(I(i)+h2*m13);

m24 = (b-d)*(N(i)+h2*xm14) - a*(I(i)+h2*m13);

m31 = bx(N(i)+h2*xm24) - d*(S(i)+h2*m21) - c*(S(i)+h2*m21)*(I(
i)+h2*m23) - 0.5*x(u(i)+u(i+1))*(S(i)+h2*xm21);

m32 = c*(S(i)+h2*m21)*(I(i)+h2*m23) - (e+d)*(E(i)+h2*xm22);

m33 = e*x(E(i)+h2*m22) - (g+ta+d)*x(I(i)+h2*m23);

m34 = (b-d)*(N(i)+h2*xm24) - a*(I(i)+h2*m23);

m41 = bx(N(i)+h*m34) - d*(S(i)+h*m31) - c*(S(i)+hxm31)*x(I(i)+
h*m33) - u(i+1)*(S(i)+hxm31);

m42 = c*(S(i)+h*m31)*(I(i)+h*xm33) - (e+d)*(E(i)+h*m32);

m43 = e*x(E(i)+h*m32) - (g+ta+d)*(I(i)+h*m33);

m44 = (b-d)*(N(i)+h*m34) - a*(I(i)+h*m33);

S(i+1) = S(i) + (h/6)*x(m11 + 2xm21 + 2*m31 + m41);
E(i+1) = E(i) + (h/6)*(m12 + 2*m22 + 2*m32 + m42);
I(i+1) = I(i) + (h/6)*(m13 + 2%m23 + 2%*m33 + m43);
N(i+1) = N(i) + (h/6)*(m14 + 2xm24 + 2xm34 + m44);

end

%Implementacion del metodo de Runge Kutta resolviendo el sistema
adjunto (sistema para las lambdas) hacia atras en el tiempo
for i = 1:M
j =M+ 2 - 1i;
m11 = lambdal (j)*(d + c*xI(j) + u(j)) - cxlambda2(j)*I(]j);

m12 lambda2(j)*(e + d) - lambda3 (j)*e;

mi3 = -A + (lambdal(j) - lambda2(j))*c*S(j) + lambda3(j)*(g+a
+d) + lambda4(j)*a;

m14 = -lambdal(j)*b - lambda4(j)*x(b-d);

m21 = (lambdal(j)-h2*m11)*(d + c*0.5%x(I(j) + I(j-1)) + 0.5%(u
(3) + u(3-1))) - c*x(lambda2(j)-h2*m12)*0.5x(I(j) + I(j-1));
m22 = (lambda2(j)-h2x*xm12)*(e + d) - (lambda3(j)-h2xm13)=*e;

m23 = -A + ((lambdal(j)-h2x*m11) - (lambda2(j)-h2*ml12))=*c
*0.5%(S(j) + S(j-1)) + (lambda3(j)-h2*mi13)x(g+ta+d) + (lambda4(j)-
h2xm14)*a;

m24 = -(lambdal(j)-h2*m11)*b - (lambda4(j)-h2xm14)*(b-d);

m31 = (lambdal(j)-h2*xm21)*(d + c*x@.5*x(I(j) + I(j-1)) + @.5%(u
(3) + u(j-1))) - c*x(lambda2(j)-h2*m22)*0.5x(I(j) + I(j-1));

m32 = (lambda2(j)-h2*m22)*(e + d) - (lambda3(j)-h2xm23)*e;

m33 = -A + ((lambdal(j)-h2xm21) - (lambda2(j)-h2xm22))*c
*Q.5%x(S(j) + S(j-1)) + (lambda3(j)-h2xm23)x(g+ta+d) + (lambda4(j)-
h2*m24)=*a;



130
131

132

133

134

135
136

137

138

139

140

141

142

143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157

158

159
160

161

162
163
164
165
166
167
168
169

170

%Con los valores obtenidos de la variable u se

m34 = -(lambdal(j)-h2*m21)xb - (lambda4(j)-h2x*xm24)x(b-d);

81

m41 = (lambdal(j)-h*m31)*(d + c*xI(j-1) + u(j-1)) - c*(lambda2

(3)-h*xm32)*I(j-1);
m42 = (lambda2(j)-h*m32)*(e + d) - (lambda3(j)-hxm33)=*e;

m43 = -A + ((lambdal(j)-hx*xm31) - (lambda2(j)-h*m32))*cxS(j-1)

+ (lambda3(j)-h*m33)*x(g+a+d) + (lambda4(j)-h*m34)=*a;
m44 = -(lambdal(j)-h*m31)xb - (lambda4(j)-h*m34)x(b-d);

lambdal (j-1)

lambdal (j)

(h/6)*(m11 + 2*m21 + 2xm31 +

lambda2(j-1) lambda2(j) - (h/6)*x(m12 + 2*xm22 + 2*m32 +

lambda3 (j-1) lambda3 (j) (h/6)*(m13 + 2%*m23 + 2*m33 +

+

lambda4 (j-1) lambda4 (j) (h/76)*(m14 + 2xm24 + 2xm34

end

%Representacion de las variables de control u usando los
nuevos valores para lambda

temp=(S.*xlambdal) ./2;

ul = min(@.9,max (@, temp));

u = 0.5%x(ul + oldu);

%Parametros para probar la convergencia de cada variable.
templ = delta*sum(abs(u)) - sum(abs(oldu - u));
temp2 = delta*sum(abs(S)) - sum(abs(oldS - S));
temp3 = delta*sum(abs(E)) sum(abs(oldE - E));
temp4 = delta*sum(abs(I)) - sum(abs(oldl - I));
temp5 = delta*sum(abs(N)) - sum(abs(oldN - N));

m41)
m42)
m43)

m44)

temp6 = delta*sum(abs(lambdal)) - sum(abs(oldlambdal - lambdal));
temp7 = deltaxsum(abs(lambda2)) - sum(abs(oldlambda2 - lambda2));
temp8 = delta*sum(abs(lambda3)) - sum(abs(oldlambda3 - lambda3));
temp9 = delta*sum(abs(lambda4)) - sum(abs(oldlambda4 - lambda4));

test = min(templ, min(temp2, min(temp3, min(temp4, min(temp5,
(temp6, min(temp7, min(temp8, temp9))))))));

de Runge Kutta para resolver la ecuacion de los recuperados

for i=1:M

nl gxIn(i) - d*Rn(i);

n2 = g*x@.5*x(In(i)+In(i+1)) - dx(Rn(i)+h2*n1);

n3 gx0.5*x(In(i)+In(i+1)) - d*(Rn(i)+h2*n2);

n4 gxIn(i+1) - dx(Rn(i)+h*n3);

Rn(i+1) = Rn(i) + (h/6)*(n1 + 2*n2 + 2%*n3 + n4);

ml gxI(i) - d*R(i) + u(i)*S(i);

m2 = gx@.5x(I(i)+I(i+1)) - d*(R(i)+h2*m1) + @.5*x(u(i)+u(i+1))
*Q.5%x(S(i)+S(i+1));

m3 = gx@.5x(I(i)+I(i+1)) - d*(R(i)+h2*m2) + @.5*x(u(i)+u(i+1))
*Q.5%x(S(i)+S(i+1));

m4 = gxI(i+1) - dx(R(i)+h*m3) + u(i+1)*S(i+1);

min

implementa el metodo



173 R(i+1) = R(i) + (h/6)*(ml + 2*m2 + 2*m3 + m4);
174 end
175 %Una vez que se obtiene la convergencia deseada, los valores de los

vectores finales se almacenan en la matriz 'y

176 y(1,:) = t;
77 y(2,:) = S;
175 y(3,:) = E;
179 y(4,:) = 1;
150 y(5,:) = R;
181

182 y(6,:) = N;

183 y(7,:) = u;
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