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Introduccion

El libro que ahora llega a manos de los estudiantes, tiene su origen en las notas que el autor
prepard para impartir distintos cursos en la Universidad Auténoma de la Ciudad de México.

Esta herramienta pretende ser un material intermedio entre los extensos tratados de Ecua-
ciones Diferenciales que encontramos en las bibliotecas y los breves formularios sin un sustento
conceptual. No es un Curso de Ecuaciones Diferenciales en el sentido tradicional. Busca ofrecer
al lector un enfoque diferente, mas practico. Por lo tanto, se plasman los métodos de integracion
sin demostraciones: en su lugar, se espera que cuando al estudiante de Ciencias e Ingenierias se le
presente una ecuacién, tenga todos los recursos necesarios para integrarla, y no necesariamente
deba demostrar que la solucién existe y esta acotada.

Sin embargo, no es suficiente con que el estudiante tenga las férmulas; es necesario que
aprenda a usarlas correctamente, por lo cual se hace hincapié en los ejemplos. Ademads, es
fundamental que practique la resolucion de ejercicios, para lo que se incluye una buena cantidad
de ellos al final de cada seccion de estudio, con sus respectivas soluciones, permitiendo asi que
el universitario mida su avance por si mismo. Finalmente, puesto que en las evaluaciones el
énfasis se hace en la habilidad para resolver ejercicios, es primordial trabajar la mayor cantidad
posible de ellos, durante el curso y antes de cada evaluacion.

A fin de que el aprendizaje sea significativo para los estudiantes, se incluyen ejercicios de apli-
cacion que permiten un acercamiento interdisciplinario a otras asignaturas de su carrera, aunque
ha de aceptarse que, cuando se avanza a mayores niveles de abstraccion en la Matematica, re-
sulta cada vez mas dificil hallar conexién con situaciones de la vida cotidiana: el futuro ingeniero
debera comprender que su vida diaria, si bien sera apasionante, también serd muy diferente a
la de otros profesionistas.

El autor desea agradecer a aquellos estudiantes y profesores que leyeron versiones anterio-
res, con lo que ayudaron a localizar inconsistencias en el texto y los ejercicios, ademas de
haber hecho sugerencias interesantes y muy utiles. En particular se agradece a Oscar Garcia
y Humberto Mondragén (UIA). Sin embargo, las erratas que atin persistan, serdn la absoluta
responsabilidad del autor y se agradecera a los lectores que se sirvan senalarlas, asi como sus su-
gerencias y aportaciones. Para ello pueden contactar al autor a través de la direccién electrénica
fausto.cervantes@uacm.edu.mx , y/o en el cubiculo E-256 del Plantel San Lorenzo Tezonco.
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VI Introduccidn

Muchas personas ayudaron a que este libro llegara a ser publicado después de un largo
camino. En particular se agradece a Ana Beatriz Alonso por todo el apoyo editorial brindado.

Se espera que este material sea util a todos los lectores; pero sobre todo a los estudiantes de
Ingenieria de la UACM, ya que fue en ellos en quienes, en primer lugar, se pensé al escribirlo.

Nada humano me es ajeno

Fausto Cervantes Ortiz
San Lorenzo Tezonco, D. F.
Febrero de 2008



Indice

1. Ecuaciones de primer orden

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.
1.8.

Ecuaciones separables . . . . . . . ...
Ecuaciones homogéneas . . . . . . . . ..o
Ecuaciones exactas . . . . . . . ..
Factores integrantes . . . . . . . . .. L
Ecuaciones lineales . . . . . . . . . ...
Ecuacidon de Bernoulli . . . . . ...
Ecuacién de Riccati . . . . . . . . .
Aplicaciones de modelado . . . . . . . ...
1.8.1. Trayectoriasisogonales . . . . . . . . . . ...
1.8.2. Movimiento . . . . . . ..
1.8.3. Circuitos eléctricos . . . . . . . . . . ...
1.8.4. Ley de enfriamiento de Newton . . . . . .. ... ... ... ... .. ..

2. Ecuaciones de segundo orden

2.1.

2.2.
2.3.
2.4.

2.5.
2.6.

3.1.
3.2
3.3.
3.4.

Ecuaciones lineales . . . . . . . . . .
2.1.1. Introduccidn . . . . . ..
2.1.2. Reducciéndeorden . . . . . . . . ...
Coeficientes constantes . . . . . . . . .. ..
Ecuacién de Euler . . . . . . . .
Ecuaciones no homogéneas . . . . . . . . . ..o
2.4.1. Meétodo de los coeficientes indeterminados . . . . . . . .. .. ... ...
2.4.2. Método de variacidon de pardmetros . . . . . . . . . ...
Aplicaciones de modelado . . . . . . . ...
Ecuaciones lineales de orden superior . . . . . . .. ..o

. Sistemas de ecuaciones lineales

Método de eliminacién . . . . . . . . ...
Métodos matriciales . . . . . . . . ...
Sistemas homogéneos . . . . . . . . ..
Sistemas no homogéneos . . . . . . . ... ..
3.4.1. Coeficientes indeterminados . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
3.4.2. Variacidén de parametros . . . . . . . ...

— O =1 Ul

17
18
19
22
26
27

33
33
33
34
35
38
41
42
45
46
26



VIII Indice
4. Transformadas de Laplace 69
4.1. Célculo de la transformada de Laplace . . . . . . .. ... .. ... ... ..., 69
4.2. Algunas propiedades de la transformada de Laplace . . . . . . . . ... ... ... 71
42.1. Traslacion . . . . . . . 71

422. Funcidnescaldon . . . . . . ... 71

423. Derivadas . . . . . . .. 73

4.3. Métodos parainvertirla TL . . . . . . .. ... 76
4.3.1. Fracciones parciales . . . . . . . . ... 76

432 Convolucidon . . . . . . . . . . 7

4.4. Solucidon de ecuacionesconla TL . . . . . .. . . .. ... .. ... ... ... 78
45. Funcidon ddeDirac . . . . . . . . 80
4.6. Solucién de sistemas usando TL . . . . . . . . . ... 82

5. Soluciones usando series de potencias 85
5.1. Solucién de ecuaciones alrededor de puntos ordinarios . . . . . .. .. ... ... 85
5.2. Solucién de ecuaciones alrededor de puntos singulares regulares . . . . . . .. .. 90
5.2.1. Raices diferentes por un nimero noentero . . . . . . . . . ... ... .. 91

5.2.2. Raices diferentes por un nimeroentero . . . . . . . . ... ... ... .. 96

5.23. Raicesiguales . . . . . . .. 101

Tablas 107

Bibliografia 109



Capitulo 1

Ecuaciones de primer orden

Una ecuacion diferencial es una ecuacion en la cual intervienen derivadas de funciones
desconocidas (incégnitas). Es importante distinguir una ecuacién diferencial de una identidad
diferencial. Por ejemplo, sabemos que la igualdad:

@ (@) = f@ 2D 4y T

siempre se cumple, por lo tanto no es una ecuacion diferencial, sino una identidad diferencial;
una ecuacién solo serd vélida para algunas funciones que deseamos encontrar. Resolver (o
integrar) una ecuacién diferencial es encontrar la funcién incégnita a partir de conocer la
relacién dada entre sus derivadas y otras funciones. A menudo a tal funcién se le denomina
curva integral.

Las ecuaciones diferenciales se clasifican como ordinarias o parciales, dependiendo de si
intervienen en ellas derivadas de funciones de una sola o de varias variables independientes.
También se distinguen por el orden de la derivada de mayor rango. En este capitulo se estu-
dian las ecuaciones diferenciales ordinarias (sélo hay una variable independiente) de primer
orden (sélo hay derivadas de orden uno). Estas se clasifican de diferentes maneras, segtn las
caracteristicas que se indican en cada caso.

1.1. Ecuaciones separables

Una ecuacion se llama separable si posee la forma

M (z)dx + N(y)dy = 0. (1.1)
Algunas ecuaciones separables estan escritas en la forma

Wt 1.2

pero es posible pasarlas a la forma (1.1) para resolverlas, lo cual se logra tratando a la derivada
como si fuera * un cociente de la diferencial de y entre la diferencial de x; y entonces, al pasar al

'En realidad no lo es. Aunque la definicién de derivada involucra un cociente, al tomar el limite obtenemos
una nueva funcién. La definicién de diferencial es lo que nos permite manipular la derivada como si fuera un
cociente de diferenciales.



1 Ecuaciones de primer orden

otro miembro de la ecuacién las funciones dependientes de x, también pasamos multiplicando
la diferencial de x.

Las ecuaciones separables se resuelven integrando en ambos términos diferenciales con
respecto a la variable indicada por la diferencial. El resultado de ambas integraciones se iguala a
una constante arbitraria, que podemos considerar como la suma de las constantes de integracion
que resultan de las integraciones realizadas.

Ejemplo
Resolver la ecuacién

— =senx

dx

Solucién
La ecuacién dada es equivalente a

dy = senx dx,

que podemos integrar con respecto a cada variable independiente dada
/ dy = /sen:z: dz,

y=—cosx+C.

esto nos da

Ejemplo

Resolver la ecuacién

@ 14y
de  1—=z
Solucién
Esta ecuacién es equivalente a
dy  dz
1+y 1-—2’

que podemos integrar con respecto a cada variable independiente dada
/ dy / dx
1+y J 1-a

Injl+yl=—In|l—2z|+InC,

esto nos da



1.1 Ecuaciones separables

esto es,

o bien

yzl—:v_

Para eliminar la constante arbitraria en la solucién de una ecuacion diferencial de primer
orden, se necesita alguna condicién extra, llamada frecuentemente condicion inicial, que nos
permita determinar el valor de dicha constante.

Ejemplo
Resolver la ecuacién

@_31‘24-4,@4—2

dx 2y —1) 7’ y(0) = -1

Solucién
Primero separamos variables

2(y — 1)dy = (32* + 4z + 2)dx,

lo que al integrar se transforma en

y? — 2y = 23 4+ 22% + 22 + C;

sustituyendo la condicién inicial, que y = —1 cuando x =0

3=0C,

con lo que finalmente

y? — 2y =23 +22% + 22+ 3.

Esta solucién se puede dejar en forma implicita, o despejar con la férmula cuadratica.

Ejemplo

Resolver la ecuacién dada, sujeta a la condicion inicial indicada.

dy y cosw

E_szQu 9(0)21-

Solucién



1 Ecuaciones de primer orden

Separando variables obtenemos

142y
Y

dy = cosx dzx,

lo que integrando da

Iny +y? =senz + C,

sustituyendo la condicién inicial y = 1 cuando x = 0 encontramos
1=0C.
Con este valor de C' obtenemos finalmente
Iny +y? =senx + 1.

Esta solucion se debe dejar en forma implicita, ya que no se puede despejar con la féormula

cuadratica por la presencia del término Iny.

Ejercicios

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Integrar las ecuaciones diferenciales siguientes

(1+¢?) dz+(1+2%) dy =0 R:z+y=C(1—azy)
(1+y?) de+aydy=0 R:22(1+y?) =C
(v* +xy?)y +a® -2’y =0 R: (z+y)(w—y—2)+2l | = C
(1+y*) de =z dy R:y=tglnCx
z/1+y2+yy'Vi+a22=0 R VITZ+/I12=C
e/1—y?de+yyT—a?dy=0, y(0)=1 RivVI—a24+/1-y2=1,y=1
eV1+y)=1 Rie®*=C(1—e7Y)
ylnyde+zdy=0, y(l)=1 Riy=1
y=a"", (a>0,a#1) R:a*+a¥=C
—2z(1+e¥)dr+e’(1+22) dy=0 R:il+e¥=C(1+2?)
(1+eM)yy' =e?, y(0)=0 R:(l+y)e?=ln(HE)+1-=2
(1+y*)(e** do—e¥ dy) — (1 +y) dy =0 R: %62:” —eY —lnm—arctgy =C

(wy? —y? +ax—1)do+ (2%y — 2oy + 22 +2y — 20 +2)dy=0 R: (22 — 2z +2)(y* + 1)e?¥¢t8y = C
y =sen(z —y) R:z =ctg (%—l—%)—l—C’
y =ar+by+c (a,b,c constantes) R: a+blax + by +c) = Ke>®

(x +19y)%y = a? Riz+y=atg(L+C)



1.2 Ecuaciones homogéneas

17, (1-y)ey + 4= =0 R: & = In|lna| + C
18. (1492 de=(y—V1+92)(1+2%)%2 dy R: In IyJ:/\l/Jlr—iﬂl = 7=

19. zy?(zy’ +y) = a® R: 223y° = 3a22?
20. (2%y®>+1) dz + 22 dy =0 (Sugerencia: z = zy) R:y= 1}9@ + %ln:v =C
21, (2%y* + D)y + (zy — 1)%zy =0 R: ™Y 50 = Oy?
22. (2?2 +y+ar—2)dr+ (23y?+2)dy=0 R: 322 — 122 + 223y + 62y = C
23. (25 —22° +22* — oy + 42?y) dx + (zy? — 42°) dy =0 R:%—xz—i—Zx—i—By%—él%:O
24y 1= R: g = @ 70 ety

25. (Inx+y3) dov—3zy*> dy =0 R:y>=Czx—1—-Inz
26. (zy +2zyln’*y +ylny) de + (222 lny +z) dy =0 R: 222 + 2zIny+1)2=C, 2 =0
27. y—ay = a(l+22%y) Riy=a+

28. (a®+9?) dr +22var — 22 dy =0, y(a)=0 R:y=atg\/2 -1
29. ¢ +sen () = sen (%Y) R: 2senZ +In|tg 4| =C

1.2. Ecuaciones homogéneas

En esta seccion, llamar a una ecuaciéon homogénea quiere decir que al escribirla en la forma

d
= = flay).

la funcién f(x,y) es homogénea® (de cualquier grado). En este caso, la ecuacién se resuelve
facilmente si se hace el cambio de variable v = £. Con este cambio de variable, se tendra que

— dy __ dv
Y=oz, ;o =0v+T.

Ejemplo
Resolver la ecuacién

dy _ y*+2xy

dx z2

Solucién

La ecuacién se puede escribir en la forma

2Una funcién f(z,y) es homogénea de grado n si se cumple que f(Ax, \y) = A" f(z, ).
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Z- () ()

y al hacer el cambio de variable indicado se transforma en

d
v+xd—v:v2+2v,

T
d
xézvz—i—v,
dv _d_x
v+ov oz
dx dv dv dv

z olv+1) v w41

3

Inz=Inv—In(v+1)—InC,

v

Cx = .
v+1

Regresando a las variables originales se tiene la solucién

v ¥
Cw:v+1: L+
Cx—l—Cy:g,

x
Cx:(l—0>y,
T
Cx Cz?
YTI_cT1-Cx

Ejercicios
Resolver las siguientes ecuaciones homogéneas
1. 42-3y+y'(2y—3z)=0
2. ay =y+y?—a?
3. dx?—ay+y?+y (2 —ay+4y?) =0
4. Az? +zy — 3y* + ¢/ (-52* + 2zy + y?) =0

/ 2zy
5 ¢y = Ry

6. 2zy'(z* +y?) = y(y® + 227

7. zy =\y?—x?

R:y? - 3oy +222=C

R:2Cy =C%2% + 1, y = +x

R: (z+y)(2®+9°) =C

R: (y —2)*(y — 22)° = C(y + 22)°
R: C(y* —2?) = ¢°

R: y? = Cer—i

V22
R:y+y?2—a2= (O - —



1.3 Ecuaciones exactas

8.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.
20.

21.
22.
23.
24.

25.

26.

1.3.

Una ecuacion de la forma

ax?® + 2bzy + cy? + y'(bx? + 2cxy + fy?) =0

(y* —32%) dy = —ay dv
y3 dr +2(2% — 2y?) dy =0
(y—ay')? =2+
3r+y—24+y(x—1)=0

2r+2y—1+y(x+y—2)=0

By—Te+7)de—Bx—Ty—3)dy=0

(y+y/22yt + 1) do+ 22 dy =0
4ay? dx + (3z%y — 1) dy =0

(z +y3) do + (3y® — 3zy?) dy =0
2x2y + /22yt + 1) doe +2° dy =0
2z —4y)de+(z+y—3)dy=0
(x—y+3)de+ Bz —6y+2)dy=0
(x—y+3)de+Bx+y+1)dy=0
(x4+y)de+(x+y—1)dy=0
ycosz dxr + (2y —senzx) dy =0

(x —ycosi)dr+axcos dy=0

y3 dy + 3y?x dr + 222 dr =0

ydr+ (2/zy —z)dy=0

Ecuaciones exactas

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

es exacta si se cumple que:

implicita de la forma

oN _oN
oy  Ox’

f(z,y) =C.

Es importante hacer notar que la solucién f(x,y) no es la suma de las integrales halladas,

R: ax® + 3bz?y + 3cxy® + fy* = C
R: 22 = y* + CyS

R: 4?2 = z1n Cy?

R: C?22 =14 2Cy, C? —22 =2Cy
Ri(z—1)Bz+2y—1)=C

2z+y

Rix+y+1=Ce s

Ri(z+y—1P>°@x—-y—-12=C
R: \/IQyT:CIQyQ—l

R: y(2?y —1)2=C

R: arctg%a—3 =1In(z*+y°) +InC
R: 22(2y + /1 + 2%y2) = C
Ri(y—22+3)3=C(y—z+1)?
R:iz+3y—Injz—2y|=C
R:yzl—x—i—Ce%
R:i(z+3y—1)2+22=C

R:senz +2yln|y| —Cy =0
R:z=Ce "%

R: OV T = 2% +

R: ye\/% =C

Con esto, al integrar M con respecto a x y N con respecto a y se obtiene una solucion

sino que es la expresiéon mas simple que quede al eliminar los términos que se repiten.
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Ejemplo

Resolver la ecuacién

2zy3dx + 3z%y3dy = 0.

Solucién
La ecuacién es exacta, ya que
0 0
5, (22y%) = 6zy® = == (32%y7),
entonces, al integrar:

/2xy3dac =322, /3x2y2dy = z2y3,
por lo tanto, la solucién es

22y = C.

Ejemplo

Resolver la ecuacién

(ycosz + 2ze¥)dx + (senz + z2e? + 2)dy = 0.

Solucién

La ecuacién es exacta, puesto que

M ON
—— =cosx + 2ze?¥ = —.

Jy ox

Al integrar obtenemos

/Md:c = /(y cosx + 2xe¥)dr = ysenx + xe?

/Ndy = /(senx +a2e¥ + 2)dy = ysenx + e + 2.
De aqui, la solucién es

ysenx + z?e? + 2y = C.



1.4 Factores integrantes

1.4. Factores integrantes

A veces se tiene alguna ecuacién de la forma

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (1.3)
en la que no se cumple que
oM _ ON
oy  Ox’

A pesar de esto, es posible hallar una solucién para esta ecuacién si se puede encontrar
alguna funcién (llamada factor integrante) que al multiplicarla por la ecuacién 1.3 nos dé una
ecuacion exacta. Esto es, si en la ecuacion

w(z,y)(M(z,y)dr + N(z,y)dy = 0)

se cumple que

O(uM) _ O(uN)

dy oxr '

entonces la funcién p(z,y) es un factor integrante de la ecuacién dada.

Ejemplo

Resolver la ecuacién

(v + zy)dx — x3dy = 0.

Solucién

Esta ecuacion no es exacta, ya que

oM

i) ,
oy y+x
mientras que
ON
— = —2z.
ox v

Pero supongamos que existe un factor integrante de la forma

w(x,y) = x™y",

entonces, al sustituir en la ecuacion original, tendremos que

(xmyn-l-? 4 (Em+1yn+l)d(E _ $m+2yndy =0
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y las derivadas parciales son

oM

—8y =(n+ 2)xmy"+1 +(n+ 1):vm+1y",
ON
T = —(m+ 2)xm+1y".

O sea que para que la ecuacion sea exacta es necesario que

n+l=-m-2, n+2=0

lo cual nos da, al resolver el sistema de ecuaciones

Entonces, al sustituir el factor integrante en la ecuacion, ésta se transforma en

11
<—+—)dz—%dy_0,
r y Yy

cuya solucién es
x
Inz+-—-=0C.
Y

A veces el factor integrante sélo depende de z, en cuyo caso se puede hallar resolviendo la
ecuacion
OM _ ON
A _ oy — o
dx N
Si en cambio el factor integrante depende sélo de y, se puede hallar resolviendo

ON oM

ox oy
=e —d
H Xp Vi Y

Si el factor integrante es funcién de 22 + 92, se encuentra con

)
- C - Oz % (22 2
n=Cop |5 [ 3TN, (z° +y°)
En general un factor integrante satisface la ecuacién:

M op N

dy oy 8x+'u%

sin embargo, si suponemos que u depende de una forma especifica (por ejemplo, x £y, 2% 4 y?,
etc), se puede simplificar la ecuacién y su solucién serd més facil de encontrar.



1.5 Ecuaciones lineales

11

Ejercicios

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

1.5.

204+ 3)de+ (2y—2) dy=0
32% — 2zy +2) de + (6y* —2* +3) dy =0

X

e*seny — 2ysenx) dr + (e® cosy + 2cosz) dy =0

(
(
(2zy? + 2y) dz + (22%y + 2z) dy =0
(
(ye™ cos2x — 2e™Y sen 2x + 2x) dx + (ze™ cos2x — 3) dy =0
(£ +6x) dr+ (Inx —2) dy =0

z dx y dy _
(22+y2)3/2 + (x2+y2)3/2 =0

(2zy+3) de+ (22— 1) dy =0

(cosx cosy + 2x) dx — (senzseny + 2y) dy =0
(1+Iny) de+($) dy=0

cosz dy — (ysenz —e*) de =0

(Trizz +22) do+ (i —2y) dy =0

(zy? + 32%y) do + (z +y)z? dy =0

(ye®®¥ + x) dx + xe*¥ dy = 0

(3a2y +2zy + y3) da + (2* +y2) dy =0, p=e*
Yy =e*?*+y—1, p=e"
ydr+ vy —e ) dy=0, pu= %
e” dr 4 (ectg y 4+ 2ycscy) dy =0,
(422 +2) do+ (3) dy=0

(3x+%)+(”§1—2+3%)y’20

W =seny

Ecuaciones lineales

La ecuacién lineal de primer orden més general es

Y +plx)y = g(x).

R:2?24+3z+1y2-2y=c

R:a® — 2%y +20+2y3+3y=c

R: 22?2 +2zy =¢
R:e®seny + 2ycosx =c¢
R: e®™cos2x + 2% — 3y = ¢
R:ylnx+322 -2y =c
R:2?2+y?2=c

Ry_c 31

R:y=senzcosy+ a2 —y?=c
Rizhhy+z=c
R:y=(c—e")senx

R: 2% — 9% + arctg(zy) = ¢

R: 22y?2 + 223y =¢

R: e?® 4 22 =¢

R: 3 (322 +¢%) = ¢
R:y=ce® +1+¢e%*

R: ze?¥ —lny =c

R: e®seny +y? =c

R:z*+3zy +yt =c

R:a®+322+y2=c

Esta ecuacién tiene como factor integrante a y = e/ ?®)4 Con esto, la solucién general es:

y = e—fp(m)dw

/efp(””)dmg(:c)d:c +C
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Ejemplo
Resolver la ecuacién dada, con la condicion inicial especificada.

y —2xy =2z, y(0)=1.

Solucién

Primero calculamos la integral de p(x)

/p(x)dx = /—2:vd:v = —2?

con lo que la solucién serd de la forma

y = e {/ e vdz + C} .

Para resolver la integral procedemos como sigue. Sea v = —x2, entonces, du = —2xdz con lo cual

/efzzzzrd:r = —1 /e“du = —16712.
2 2

O sea que

1
y=-3 +Ce”

Evaluando en cero para cumplir con la condicién inicial impuesta

1

de donde obtenemos que

y finalmente, la solucién es

Ejemplo

Resolver el problema

y —2zy=1, y(0)=1

Solucién
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Aqui tenemos que:

/ p(a)dz = —z2

Y= e’ [/e‘mdm—i—(}}

y= e* /efﬁdz +Ce”.

Si en la formula que nos da la solucién de la ecuacién lineal general las funciones tienen
discontinuidades esenciales, la solucion tendréa discontinuidades en los mismos puntos y sélo
en ellos. En todos los demés es continua, por lo que se obtiene informacién sobre la solucion
con sdlo identificar los puntos de discontinuidades de p(x) y g(x). En algunos casos se pueden
elegir las constantes en la solucién de tal modo que se eliminen las discontinuidades.

Ejemplo

zy' 42y =42%, y(1) =2.
Solucién
El ejercicio planteado es equivalente a
Y +2y/e =4z, plx)=2/z, g(x) =4z,

donde vemos que p(z) es discontinua en x = 0, por lo cual la solucién serd discontinua alli en
algunas condiciones. Primero resolvemos la integral de p(x)

/gd:c:2lnx:lnx2
T
y=e % [/ e’ (4z)dz + C}
=i2 [/4x3dx+0] =$2+%
T T
y()=2=1*4+C

=C=1

1
2
r) =2+ —
y(z) o
que es discontinua en x = 0, por lo cual la solucién serd discontinua alli. Pero si se tuviera que
y(1) = 1, se tendria que C' = 0, y la solucién serfa

y(z) ==
que es continua en todos los reales.
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Si p(z) o g(x) tienen discontinuidades de salto, por ejemplo en zg, se resuelve por separado
cuando = > xy y cuando x < xy. Posteriormente se eligen las constantes de forma que y sea
continua en xg.

Ejemplo
Y +2y=g(x), y(0)=0,
con:
() = 1 0<z<1
I =0 z>1
Solucién

Aqui g = 1, entonces, para x < xg:

Ahora, para > x¢:

Yy +2y=0

y=e 2 [/ eQI(O)dm + Cg:| = Che 2%,

Para que haya continuidad en x¢y = 1, procedemos del siguiente modo.

Como y(0) = 0:

1
y(0) =5+ Cre 20 =9

1
:>01:—§

También
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1 —2(1) —2(1
-+ 016 = 026 @)
2
Entonces
b ikt e
T e T2 2
y con esto
1 21
Y= 5 6721 4 <€ 2) 672x
Ejercicios
1. y+3y=a+e 2 R:y:ce_&”—l—%—%—i—e_%
— p2p2¢ ) — pp2T 3e2®
2.y —2y=2x% R:y = ce®® + 2’
3. Y +y=mwe T 41 R:yzce‘m—i-l—i—x%;
4. y' +y/x =3cos2x Riy= ¢ 302 4 Ssende
5y —y=2e" R: y = ce® + 2xe”
6. xy +2y=senz R: y = ¢-gcoszdsens
7.y + 22y = 2z~ R:y =22 +ce @
8. (1+ x2)y’ +dxy = (1+£2)2 R:y= 76%2%?;56
9. ¥ —y=2ze®>, y0)=1 R:y = 3e® +2(x — 1)e?*
= —2z — C o — 2 e 2@
10. ¢y 4+2y==ze*, y(1)=0 Riy= (2" - 1)%
4_ 4034 62
1. oy +2y=a2?—2z+1, y(l)=1 R:y = St —Apdortl
12. y’—l—%zc‘;m, y(r) =0 R: y =502
13. oy —2y=¢€%*, y(0)=2 R:y=(z+2)e*
14. y/‘i‘y/fE:SGHJI R;yzﬁzﬂ—cosx
15. ¢y +ytgx = xsen2x R: y = (c — 2z cosz + 2senx) cos x
16. zy' +2y=e" R: y = ¢t 1
17 ay +2y=2—2+1, y1)=1 R: y = 3ei—drd6a
18. ay' +y=e”, y(1)=1 Riy = 4=
19. y' +ycotx =2cscx, y(§)=1 R:y=2ztlr
20. wxy +2y=senz, y(m)=1 R: y = senz—gcosw
2. Y+ 2y= Riy=2
2 0<z<1 e 0<z<l1
/ _ _ . _ ST S L <z <
22. ) +p(I)y - 07 y(O) - 17 con: p(I) - { 1 r>1 R: Y= { e—(;v-i—l) r>1
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1.6. Ecuacion de Bernoulli

La ecuacién:

v +p(@)y = q(z)y",
llamada ecuacion de Bernoulli, se convierte en una ecuacion lineal al hacer la sustitucion

Ejemplo

Solucién

Dividiendo entre x2:

2 1
v+ =y ==y’
x T
ahora hacemos
v = y72
'U/ o _2y73y/
y' v 1
e~ ==
y? 2 y?
y 21 1
v ry? a2
v n 1
Lty = =
2 2
v 411 2
x  x?

2
v=at {/——Gd:c—i-C’] =— 4+ Czt
izi Cx4:2+50x5
y2 5 5z
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1.7. Ecuacion de Riccati
La ecuacién de Riccati es

dy
dx
Si se conoce una solucién particular y;(z), se puede obtener una mds general con la susti-
tucion

@1 () + g2(x)y + gs(x)y?.

La funcién v(z) satisface la ecuacion

dv
= — +2 — Q5.
Iz (C_Iz C_Isyl)v q3

Ejemplo
Resolver la ecuacién
Yy =1+2°—2zy+y°, wn@) =z

Solucién

Dada la solucién particular y, la ecuacion a resolver para v es

D (Cow4 2y —1=—1
— =—(—2z4+22)v—-1=—
dx ’
que tiene la soluciéon
v=—x+C,
y la solucién general es
- 1
Y x—C’
Ejercicios
Resolver las siguientes ecuaciones
1. v =ay—By% a>0,3>0. R:yzﬁs,‘f%
I'— i 303 o — Vae®”
2. yYy=ay—py°, a>0,0>0 R:y :l:m
3. y/ =Y — f(x)y?)a V> 0 R: Y= :l:\/C—Q;?(’;)e}YIdz
4. y +y’senz =0 R:%—l—cosx:C

5. ¢ =1+x+y%+ xy? R:arctgy—:v—ézc
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6. 3y = (cos®z)(cos?2y) R: 2tg2y — 2z —sen2z = C
7. (2z+3)dr+ 2y —2)dy =0 Riy=a?+3x+y?>-2y=C
8. (£46x)dr+ (Inz—2)dy=0, x>0 R:ylnz+32% -2y =C
9. (ye*™ + z)dx + xe**¥dy R: e?®¥ 422 =C
10. 2%y +x(1+9y?)y =0 R: 22 +2Iny| — y% =C
11.  ydr + (2x — ye¥)dy = 0 R:2y? — (y? =2y +2)e¥ =C
12. ydx—i—(%—seny) dy=20 R: zy+ycosy —seny = C
13, 2y =22 —y2+y R: y = zsen(In Cx)
14, zdz + ydy + 2dy — ydz =0 R:arctgZ +1In (@) =C
15, W ___ ¥ __ R  _(©
Az o/ g2 oy /a2+y?
16. g—‘;’ = 1;__4; R: 2y + 222 =C
17. y’:mmﬂ Riy=zlnz+Cx
18. y =T R:y = +v/0z5 — 22
19. ¢=-%-2L+y° y2)=1 Riy=1+ 2

20. %:%, y1(x) = senzx R:y:senx+ccosx+%scm
21, y + oy =a3y3 R: y2(x2+1+0612):1
22. (1—22)y —ay—92y°> =0 R: (CV1—22—-9)y=1
23. 3%y -2y —x—-1=0 R: 4y =Ce*® —2(x+1) -1
24. /(23 +ay) =1 R: z {(2 - y2)e§ + C} = eg
25. (y—Inz —2)ydzr = zdy R:y(Cx+Inz+1)=1
26. y—1y cosx =1y%cosx(l —senzx) R:y= %

1.8. Aplicaciones de modelado

Para resolver problemas usando las ecuaciones diferenciales es necesario traducir la situacién
fisica en términos matematicos. Suele llevarse a cabo esto al establecer hipétesis, acerca de lo
que esta sucediendo, que sean coherentes con los fenémenos observados. Por ejemplo, se ha
observado que los materiales radiactivos decaen con una rapidez proporcional a la cantidad de
material presente, que el calor pasa de un cuerpo caliente hacia uno mas frio con una rapidez
proporcional a la diferencia de temperaturas, que los objetos se mueven segun las leyes de
Newton del movimiento, etc. Cada una de estas proposiciones comprende una razén de cambio
(derivada) y, en consecuencia, al expresarse mateméticamente, toma la forma de una ecuacién
diferencial.

Una vez que el fenémeno se ha modelado mateméticamente, el problema se reduce a resolver
una o mas ecuaciones diferenciales.
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1.8.1. Trayectorias isogonales

En una familia de curvas dependiente de un pardmetro C, digamos y = (z, C), las lineas
de la forma y = g(x, K) que cortan a todas las curvas de tal familia en un mismo angulo se
llaman trayectorias isogonales. En el caso particular de que el dngulo de corte sea recto, se
denominan trayectorias ortogonales. Para que se cumpla lo dicho anteriormente respecto al
angulo de corte, las pendientes de las rectas tangentes a las familias de curvas de la familia y
las trayectorias isogonales en un angulo v deben cumplir la relacién

@_ %—tga

= 1.4)
dye (
de  1+tgat

donde el subindice t indica que se toma la derivada de las curvas tangentes. La ecuacion anterior
proviene de la identidad trigonométrica para la tangente de la resta de dos angulos. En el caso
particular de las trayectorias ortogonales, la relacién 1.4 se reduce a

dy -1
— == 1.5

Ejemplo

Encontrar las trayectorias ortogonales a la familia de curvas

y = ca’.

Solucién

La derivada de la familia de curvas (pardbolas) anterior es

e = 2cx,

que al combinar con la ecuacion de la familia para eliminar el pardmetro ¢ nos da
dy _, ( Y ) _ 2%y
— =2z = =
dx x2
Aplicando la condicién 1.5, obtenemos la ecuacién
dy =
de 2y’

que se resuelve muy facilmente por separacién de variables, dando como solucién
2
x
2
— +y“ =k
2
La solucion encontrada define una familia de elipses. En la figura 1.1 se ven ambas familias de
curvas.
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Figura 1.1: Trayectorias ortogonales

Ejemplo

Hallar las trayectorias isogonales de la familia de rectas

y=Cx
que cortan las lineas en un angulo de 45°.
Solucién
Para la familia dada se tiene que
dy
- =,
dx

que al eliminar el pardmetro C' (despejando de la ecuacién original) se convierte en

dy
dr

¥
x
De la ecuacién 1.4 encontramos que la ecuacion diferencial a resolver es

dy
o ¥
X

dy
L+ dz
Despejando la derivada de la ecuaciéon anterior obtenemos la ecuacién

@_1—1—
dr ~ 1-—

8 e

8 e
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Esta es una ecuacién homogénea. Al resolverla por la técnica estudiada anteriormente se obtiene
la solucién
Inv/22 4+ y% = arctgg + k.
x
La ecuacion anterior define una familia de espirales logaritmicas, cuya grafica se da en la figura
1.2.
y
(S i
Figura 1.2: Trayectorias isogonales
Ejercicios
Encontrar las trayectorias ortogonales a las familias de curvas dadas a continuacién
1. y=ca? R: 2?2 +3y? =k
2. yP=4(z—c¢) R:y=ke=
2,2 _ cy = k
3. x*—y =c Riy=7
4. 2?2 +y?=2cx R:y = k(2? +y?)
3

5. y? = 52— R: (2% +9?)? = k(y? + 222)
6. (a2 492 = 2 (a? — ) R: (22 +92)? = hay
7. y?+2cx=c? R: y? — 2kx = k2

8. y=ca3 R: 2?2 +3y? =k
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9. y=5e" R: 2z + bay? = k
10. cosy =ce™”* R:seny = ke™®
11. :C2+%y2202 R: y? = 2kx
12. y=ax" R:224+ny’=c
13. y =ae’® R:2r+ay?> =c
14. 2% - %yQ = qa? R:zy®=c

Hallar las trayectorias isogonales en el angulo « dado para las familias de curvas siguientes

1. z—2y=¢, a=45° Riy—3z=k
2. 22 =2c(y —V3z), a=60° R: y? = k(z — V3y)
3. y?=dcx, a=45° R: y? — xy + 222 *kexp( arctg(2y JE))
4. y=cx, a=30° R: 2% 4+ y? = kexp (2v/3arctg L)
5. y=cx, o=45° R: 22 +y? = kexp (2arctg )
6. 22+y?=c? a=45° R:Iny/22 +y% +arctg =k

1.8.2. Movimiento

La segunda ley de Newton establece que cuando una fuerza actiia sobre una particula, sufre
una aceleracién proporcional a la fuerza que se aplica, e inversamente proporcional a la masa
de tal particula. Esto se escribe como

F = ma, (1.6)

donde F es la fuerza total aplicada (esto es, la suma de todas las fuerzas que actian sobre la
particula), m es la masa de la particula y a es la aceleracién que experimenta. Si recordamos
que a = d”(t) y que v(t) = dflgf), con v(t) la velocidad de la particula en el instante ¢ y z(t) la

posicion de la particula en el mismo instante, tendremos las ecuaciones

do(t) F
i m (1.7)
y
do(t)
o = (), (1.8)

que nos permitiran determinar el estado de movimiento de la particula en un instante dado.
A continuaciéon se tratan un par de casos de movimiento, en donde se aplican las leyes de
Newton para determinar la cinematica de las particulas involucradas.
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Movimiento con resistencia

Generalmente, en los problemas de caida libre, se supone que la tnica fuerza que actua
sobre el objeto que cae es la gravedad. Pero cuando vemos caer a un paracaidista, después de
un tiempo ya no lo hace con aceleracién, sino que cae con velocidad constante. Esto es porque
hay una fuerza causada por la friccién viscosa del aire.

En este caso, al aplicar la segunda ley de Newton, al peso del sistema hay que agregar una
fuerza proporcional al cuadrado de la velocidad de caida, que es la ley que sigue dicha fuerza
viscosa. Con esto, la fuerza total durante la caida libre estda dada por

F = —mg+ c? (1.9)

siendo ¢ una constante que depende de diversos factores como tamano y forma del objeto,
medio en que se desarrolla la caida (aire o agua, por ejemplo), etc.

Al alcanzarse el equilibrio entre la fuerza gravitacional y la fuerza viscosa se llega a la
llamada wvelocidad terminal. Como en este caso F' = 0, se tiene que

v = %. (1.10)

Después de esto, la velocidad de caida es constante.
Ejemplo

Un paracaidista cuya masa es de 70 kg cae desde una altitud de 1400 m. a) Encontrar la ley de
movimiento. b) Hallar su velocidad terminal. Tomar ¢ =0.25 kg/m.

Solucién
La ecuacion de movimiento es

ma = —mg + cvz,
0, equivalentemente
m— = —mg+ cv’.
dt
Para integrar esta ecuacion, primero dividimos entre ¢, y usando la ecuaciéon 1.10 tenemos la
ecuacién equivalente

vZ dv

?E = —'U? +'U2.

Separando variables en esta ecuacién obtenemos (al integrar entre valores indeterminados de v y

t) las integrales
v t
dv g dt
0 v? —U? B 0 ”1&2 ’

que al resolverlas nos dan el resultado
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1 v + v g
—In = =t.
24 Vg — U Vi

Despejando v de la ecuacién anterior obtenemos

29t

1—e ¢

V= - 2gt

14+e

Sustituyendo en esta tltima ecuacion los valores de m y ¢ dados, hallamos

1 — —0.03742¢

v = ~52.38 e

en unidades de m/s.
Para la velocidad terminal calculamos el limite

lim v = —v; = —52.38 m/s

t—oo

El signo menos en la anterior igualdad indica que la velocidad estéd dirigida hacia abajo.

Movimiento con masa variable

Cuando un cuerpo cuya masa varfa conforme pasa el tiempo (como un cohete), la segunda
ley de Newton tiene el aspecto

dv dM
M({t)— =F — 1.11
(5 = F+u (111)
siendo dM /dt la razén a la que sale (o entra) la masa del sistema bajo estudio, u la velocidad
a la que sale (o entra) masa (medida desde el mismo sistema), y F' las fuerzas externas que

actian sobre él. Asi, el movimiento de dicho cuerpo se describe al resolver la ecuacion (1.11).

Ejemplo

Un cohete tiene una masa inicial mg = 25000 kg, de los cuales, 20000 kg son de combustible. La
velocidad de expulsién de los gases es de u = 400 m/s, durante lo cual hay pérdida de a = 1000
kg de combustible. El cohete parte desde el reposo en la Tierra y viaja verticalmente hacia arriba,
siendo la tUnica fuerza externa su peso. Encontrar la velocidad del cohete después de 15, 20 y 30
segundos. Hallar la altura que alcanza cuando se ha quemado la mitad del combustible.

Solucién

Aplicamos la ecuacién (1.11) a este problema, notando que M (t) = My — at, tenemos que la
ecuacion para el cohete es

d
(Mo — at)d—lt) = (Mg — at)g — ua,
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que para resolver dividimos entre (Mg — at) y multiplicamos por dt, quedando

dt

dv =g dt — ua———
v =g uaMo—at’

asi que integrando tenemos

v t t
dt My
dv = dt — —— =gt+uln|{ ——— ).
[ o= foaw [ty mmrun(52)
Sustituyendo los valores dados, tenemos que v(t = 15) = 220 m/s, v(t = 25) = 448 m/s y
v(t = 30) = 350 m/s.

Para encontrar la altura, recordamos que v(t) = dy/dt, asi que la altura se encontrard integrando
la velocidad

t t t
y(t) :/ gt dt—i—/ uln(My) dt —/ In(My — at) dt,
0 0 0
lo cual nos da la ley de movimiento

y(t) = %th +uln Mot + g{(Mo — at)[In(My — at) — 1] — Mo[In My — 1]}.

Sabiendo que M = 15000 kg se alcanza cuando t = 10 s, encontramos que h = 445 m.

Ejercicios

1.

Una masa de 25 g cae desde el reposo por accién de la gravedad. Encontrar la distancia viajada y la
velocidad alcanzada 3 segundos después de iniciar su movimiento.

R: 4.41 cm, 2.94 cm/s
Se lanza hacia arriba una masa de 200 g, con una velocidad de 2450 cm/s.
a) Encontrar las distancias desde el punto de partida y las velocidades alcanzadas 2 s y 4 s después
de iniciar el movimiento
b) Encontrar el punto mds alto que alcanza y el tiempo requerido

¢) (Cuéles son las distancias totales recorridas después de 2 s y 4 s?

R: a) 2.94 cm, 490 ecm/s ; 1.96 cm, -1.47 cm/s  b) 3062.5 cm, 2.5 s  ¢) 2.94 c¢m, 4.165 cm

Una pequena gota de aceite, de 0.2 g de masa, cae en el aire desde el reposo. Para una velocidad de 40
cm/s, la fuerza debida a la resistencia del aire es de 160 dinas. Suponiendo que la fuerza de resistencia
es proporcional a la velocidad,

a) encontrar la velocidad y la distancia como funciones del tiempo

b) encontrar la velocidad limite

R:a) v=49(1 — e %) 2 = 49t + 2.45¢720t —2.45  b) 49 cm/s

Un paracaidista que pesa 192 libras tiene una velocidad limite de 16 ft/s cuando cae en el aire, el cual
genera una resistencia proporcional al cuadrado de la velocidad instantdnea. Si cae desde el reposo,
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a) encontrar la velocidad del paracaidista después de 1 s

b) en qué momento alcanza una velocidad de 15 ft/s?

R:a) 15.4 ft/s b) 0.86 s

5. Una particula se mueve a lo largo del eje = estimulada s6lo por una fuerza opuesta proporcional a su
velocidad instantédnea. La particula empieza en el origen con una velocidad de 10 ft/s, la cual se reduce
a 5 ft/s después de moverse 2.5 ft. Encontrar la velocidad cuando estd a 4 ft del origen.

R: 2 ft/s

1.8.3. Circuitos eléctricos

Cuando se tienen componentes eléctricas en un circuito al cual se le suministra una fuerza
electromotriz (fem), el voltaje suministrado disminuird al pasar por cada componente. Las
relaciones entre las caidas de voltajes, las cargas y las corrientes involucradas en sus elementos
son:

1. En una malla cerrada, la suma de caidas de voltaje es igual a la fem (E) suministrada.
2. En un nodo, la suma algebraica de las corrientes es cero.

3. La caida de voltaje de una resistencia es Vp = iR, con 7 la corriente y R la resistencia
de esa componente.

4. La caida de voltaje en un capacitor es Vo = %, con () la carga acumulada y C' la
capacitancia de la componente.

di

ar> con L la inductancia de la

5. La caida de voltaje de una bobina (inductor) es V, = L
componente.

Ejemplo

Un generador con una fem de 100 V se conecta en serie con una resistencia de 10 2 y una bobina
de 2 H. Si en t = 0 se cierra el circuito, encontrar la funcién que da la corriente como funcién del
tiempo.

Solucién

Como el circuito estd en serie, s6lo hay una malla, donde la suma de voltajes es igual a la fem, lo
cual nos da la ecuacion

Ve +Vy =FE,
o bien di
7}

R+ L— =FE.
vt L

Sustituyendo los valores dados obtenemos la ecuacion

di
2— +10i = 100
dt i ’
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que es equivalente a la ecuacion
di
— 452 =50.
dt

Como en ¢ = 0 se cierra el circuito, la condicién inicial es i(0) = 0.

Resolviendo esta ecuacién (que es lineal) obtenemos la solucién general
i(t) = 104 Ce ™,
que al sustituir la condicién inicial nos da la solucién particular

i(t) = 10(1 — e~5%),

Ejercicios

1. En un capacitor, la carga eléctrica sale a una tasa que es proporcional a la carga instantanea del capacitor.
Inicialmente la carga es de 5 Coulomb, y en 20 minutos sale un tercio de la carga inicial. ;En cudnto
tiempo quedard sélo un Coulomb en el capacitor?

R: 79 min
2. Un circuito consta de un inductor de 2 H en serie con una resistencia de 40 Q. En ¢t = 0 (cuando la

corriente vale cero) se aplica al circuito una fem dada por 100 sen 10¢. Encontrar el valor de la corriente
para cualquier instante.

R: i(t) = 2sen 10t — cos 10t + e 20

3. En un circuito hay un capacitor de 5 mF en serie con una resistencia de 25 2 y una fem 50 cos 6¢. Si la
carga en el capacitor es cero al inicio, determinar la carga y la corriente en cualquier instante.
R: Q(t) = 0.16 cos6t + 0.12sen 6t — 0.16e =8¢, i(t) = 0.72 cos 6t — 0.69 sen 6t + 1.28¢ 8¢

4. Unaresistencia de 4 Q y un inductor de 1 H se conectan en serie, suministrandoles un voltaje 100e~** cos 50t.
Encontrar i(t) si ¢(0) = 0.
R: i(t) = 2e~* sen 50t

5. Se conecta una resistencia de 20 € con un capacitor de 0.01 F y una fem 40e 3! + 20e 5. Si Q(0) = 0,
hallar el voltaje maximo en el capacitor.

R:0.25 C

1.8.4. Ley de enfriamiento de Newton

Cuando un cuerpo (o sustancia) estd a una temperatura mayor que la del ambiente, el calor
se disipa al medio hasta que el cuerpo quede a la misma temperatura. La rapidez con que esto
ocurre es mayor entre més grande sea la diferencia de temperaturas, esto es, la velocidad a que
se enfria un cuerpo es proporcional a la diferencia de temperaturas entre el cuerpo y el medio
que lo rodea. Esto se escribe como

dT(t)
dt
siendo T, la temperatura ambiente. El enunciado anterior constituye la ley de enfriamiento
de Newton. Cabe senalar que aunque se le llama ley de enfriamiento, también funciona para
describir el calentamiento de un cuerpo que estd mas frio que el medio. También hay que
aclarar que dicha ley supone que la temperatura ambiente es constante, lo cual solo sucede para
intervalos de tiempo de pocas horas, por lo cual se debe tener cuidado durante su aplicacion.

= —k[T(t) -~ T.], (1.12)
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Ejemplo

Supdéngase que en el instante ¢ = 0 se descubre un cadaver y que su temperatura es 85 °F. Se
supone que en el instante del deceso t4 la temperatura del cuerpo Ty tenia el valor normal de
98 °F. Dos horas mas tarde su temperatura es de 74 °F. La temperatura ambiente es de 68 °F,
encontrar el tiempo de deceso.

Solucién

La ecuacion a resolver es

sujeta a las condiciones
T0)=Ty =98, T(tq) =Ta=85T(2+1tq) =T74.
Por separacién de variables se encuentra que

T(t) = 68 + 30e .

De las condiciones dadas encontramos el valor de £ como

1
k=—§1n

(74— 68

T 68) ~ 0.5207h

y finalmente,

1 (98.6 — 68
tqg = In

T0.5207 8568 ) ~ —1.29h

De donde se concluye que el cuerpo se descubrié aproximadamente 1 hr. 8 min. después del
fallecimiento.

Ejemplo

Un caluroso dia de verano (la temperatura ambiente es de 30 °C), Gonzalo llega al bar y pide
una cerveza. Mientras tanto, llega su amigo Gabriel, as{ que cuando le traen su cerveza (a 4 °C)
a Gonzalo, éste decide esperar a que le traigan su cerveza a su amigo. A los 5 minutos, tiempo
que tarda el mesero en traer la cerveza de Gabriel, la cerveza de Gonzalo ya estd a 7 °C. En
ese momento se les une Ramiro y pide otra cerveza, la cual tardan en traer otros 5 minutos. ;A
qué temperatura toma su cerveza cada quién?

Solucién

Sustituyendo en la ecuacién 1.12, obtenemos la ecuacion

T
& = k[T -30
7 [ I,

cuya solucién es
T(t) = 30 + Coe™*t,

Sustituyendo la condicién inicial T'(0) = 4, encontramos que
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T(t) = 30 — 26e*,

y aqui usamos la condicién de que T'(5) = 7, lo cual nos da k = 0.02452, o sea que la ley de
enfriamiento es

T(t) = 30 — 26¢0-02452¢,

Sustituyendo en esta funcién ¢ = 10, que es el tiempo en que empiezan a beber, obtenemos para
la cerveza de Gonzalo

T(10) = 30 — 26 10(0-02452) g 6o,

Entonces las temperaturas de las cervezas fueron 4 °C para Ramiro, 7 °C para Gabriel y 9.6 °C
para Gonzalo.

Ejercicios

1.

En un cuarto a temperatura de 25 °C se deja enfriar agua originalmente a 100 °C. Después de 10
minutos, su temperatura es de 80 °C.

a) Encontrar la temperatura del agua después de 20 minutos.

b) (En qué momento serd la temperatura de 40 °C?, ;20 °C?

R: a) 65.3°C  b) 52 min, 139 min

Un refresco que estaba a 10 °C, se calienta hasta 20 °C en un lugar con temperatura ambiente de 40°C.

a) Encontrar su temperatura después de 20 minutos y después de media hora.

b) (En qué momento serd la temperatura de 25 °C?

R: a) 34.1°C, 37.41°C  b) 85

Si una taza de café tiene una temperatura de 200 °F cuando acaba de servirse y un minuto después se
ha enfriado hasta 190 °F en un cuarto cuya temperatura es de 70 °F, determinar el momento en que el
café alcanza una temperatura de 150 °F.

R: 6.07 minutos

A medianoche, se descubre un cuerpo con una temperatura de 85 °F, donde la temperatura ambiente es
constante y es de 70 °F. El cuerpo se envia rdpidamente (suponga que instantdneamente) a la morgue,
en donde la temperatura ambiente se mantiene a 40 °F. Al cabo de una hora se encuentra que la
temperatura del cuerpo es de 60 °F. Estimar el momento de la muerte.

R: 11:12 pm
La temperatura méxima que puede medir cierto termémetro es 110 °F. Cuando el termémetro marca

36 °F, se coloca en un horno. Después de 1 y 2 minutos, las temperaturas respectivas son de 60 °F y 80
°F. ;Cudl es la temperatura del horno?

R: 324 °F
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Decaimiento radiactivo

Cuando se tiene un material radiactivo, sus atomos se desintegran con una rapidez propor-
cional a la cantidad presente de los mismos en ese instante. El tiempo que transcurre para que
la masa de material radiactivo decaiga a la mitad de su valor original se llama vida media del
material. La ecuacion diferencial que gobierna el decaimiento radiactivo es

dQ
=@, (1.13)

en donde la constante » > 0 se conoce como razén de decaimiento.

Ejemplo

Se tienen 100 mg de isétopo radiactivo de torio 234. Si la masa de este material se reduce a 82.04
mg en una semana, encontrar una expresion para la cantidad presente en cualquier instante.
También, hallar el intervalo de tiempo que debe transcurrir para que la masa decaiga hasta la
mitad de su valor original.

Solucién

Sea Q(t) la cantidad de torio 234 presente en cualquier instante ¢, en donde @ se mide en
miligramos y ¢, en dias. Se busca la solucién de la ecuacién 1.13 que también satisfaga la condicion
inicial

Q(0) = 100,

asi como la condicién:

Q(7) = 82.04.

La ecuacién es lineal y también separable; su solucién general es:

Qt) = Ce

en donde C' es una constante arbitraria. La condicién inicial requiere que C' = 100 y, por lo tanto,

Q(t) = 100e"".

A fin de satisfacer la ecuacién original, se hace t =7 y QQ = 82.04; esto da:

82.04 = 100e™ ",

entonces,

r = —0.02828/dfa

Por tanto, se ha determinado la razén de decaimiento r. Si se usa este valor de r en la solucién
se obtiene:

Q(t) — 1006—0.02828t mg,
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con lo que se obtiene el valor de Q(t) en cualquier instante.

Encontremos la vida media del material. Sea 7 el tiempo en que Q(t) es igual a 50 mg. Entonces,
por la ecuacién 1.13,

50 = 100e~"7,

o bien,
r7=In2.
La relacién entre la razén de decaimiento y la vida media es valida no sélo para el torio 234, sino

para cualquier material que obedezca la ecuacién diferencial 1.13. Al usar el valor de r dado por
la ecuacion hallada antes, se encuentra que, para el torio 234:

_ In2
7= 0.02828

~ 24.5 dias.

Ejercicios

El is6topo radiactivo plutonio 241 decae de forma que se satisface la ecuacién diferencial

dQ
X~ 0.052
= 0.0525Q

en donde @ se mide en miligramos y ¢ en anos. a) Determinar la vida media r del plutonio 241. b) Si en
este momento se cuenta con 50 mg de plutonio, jcudnto quedard en 10 anos?

R: a) 13.20 anos  b) 29.6 miligramos

El einstenio 253 decae con una rapidez proporcional a la cantidad que se tenga. Determinar la vida
media 7 si este material pierde un tercio de su masa en 11.7 dias. R: 20 dias

El radio 226 tiene una vida media de 1 620 anos. Encontrar el periodo en el que un cuerpo de este
material se reduce a tres cuartas partes de su tamano original. R: 672.4 anos

La vida media del carbono 14 es aproximadamente de 5 568 afios. a) Hallar una expresién para Q(t)
en cualquier instante ¢, si Q(0) = Qo. b) Suponer que se descubren ciertos restos en los que la cantidad
residual presente de carbono 14 es el 20% de la cantidad original. Determinar la antigiiedad de estos
restos. R: a) Q(t) = Qe 1-2448x107" 1) 19 929 afios

Se encuentran 100 mg de torio 234 en un recipiente cerrado y a éste se le agrega torio 234 con una rapidez
constante de 1 mg/dia. a) Hallar la cantidad Q(t) de torio 234 que hay en el recipiente en cualquier
instante. b) Hallar la cantidad limite Q(t) de torio 234 que existird en el recipiente cuando t — co. R:
a) Q(t) = 35.36 + 64.64¢ 92828 p) 35 36 mg
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Capitulo 2

Ecuaciones de segundo orden

2.1. Ecuaciones lineales

2.1.1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales lineales (es decir, que no hay potencias ni productos entre la
funcién o sus derivadas) de segundo orden tienen dos soluciones linealmente independientes
(esto es, que no son multiplos una de la otra). En las ecuaciones de segundo orden hay dos
constantes arbitrarias y la solucién general se expresa como:

y = a1y (@) + caya(x). (2.1)

Las soluciones y;(z) y y2(x) son linealmente independientes si el siguiente determinante
(lamado Wronskiano) vale cero

W (e mle)) = | 9 500 gy = = 2.2

Primero veremos el caso en que la ecuacion es homogénea. Aqui homogénea significa que
en la forma general

y' +p()y +q(z)y = g(x), (2.3)

g(x) vale cero.

Las dos constantes arbitrarias de una ecuacién de segundo orden se eliminan si conoce-
mos dos condiciones iniciales, una para la funcion y otra para la derivada; pero ambas en el
mismo punto. Cuando se tienen condiciones en dos puntos (los extremos del intervalo donde
estd definida la funcién) se les llama condiciones de frontera. Este tipo de problemas no se
estudiara en este texto.

Una ecuacién de segundo orden de la forma

Plz)y” + Q@)Y + R(z)y =0 (2.4)

es exacta si se puede reescribir en la forma

[P(2)y]+ fIP(2), Q(z), R(z)]y’ = 0. (2.5)

Al integrar esta ecuacién se obtiene otra de primer orden. Para esto es necesario que
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P(z)"+ Q(z) + R(z) = 0. (2.6)

Si una ecuaciéon homogénea no es exacta, se puede convertir en exacta al multiplicarla por
un factor integrante p(x) que cumpla que:

Pu'+ (2P - Q) + (P"—Q + R)p=0. (2.7)

Esta es la ecuacién adjunta de la original y su adjunta es la original. Si la ecuacién original
y su adjunta son la misma, se llama ecuacién autoadjunta, para lo cual se necesita que P'(x) =

Q(x).

2.1.2. Reduccion de orden

Si tenemos la ecuacién

y' +p(x)y +q(z)y =0 (2.8)

y conocemos una solucién y; (), podemos hallar la segunda solucién por medio de

o0~ oo |- o] >

Esto reduce el problema a sélo encontrar una solucion y determinar la otra por medio de
la férmula anterior.

Ejemplo

Resolver la ecuacién

(1—a?)y" — 22y + 2y =0,
sabiendo que una solucién es y; = x.
Solucién

De la férmula 2.9 tenemos que

dr | 20 gy
_ )
Y2 = I/ ¢ !

asi que tenemos que resolver dos integrales. Primero hacemos u = 1 — 22, con lo cual du = —2zdx
y tenemos que

2 d
/1_—22:— Zu:—lnu:—ln(l—xQ).

Asi pues tendremos que

B / dx
2 22(1 —22)’

Resolviendo esta otra integral por descomposicién en fracciones parciales
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/ dz /d:c+1/ dx +1/ dz 1_|_11(1 2)
—— = = 4= - =—=+ —In(1l — z%).
x2(1 —2?) 22 2) 142 2/ 1—2 x 2

Con esto tenemos que la segunda solucién es
1 1
Y2 = [_E + §1n(1 - :102)} =-1+ gln(l —2?).

Ejercicios

Dada una solucién de las siguientes ecuaciones, encuentre una segunda solucién para cada una de ellas

1. ¢/ —4y —12y =0, vy =eb Riypg=e 2@
2. ¥y +2+y=0, ypr=e" R:ys =ze™
3. 2%y 422y =0, y=1 R:y2:%
4. 2%y +2xy —2y=0, Yy ==x R:ys =%
5. 2%y +3xy +y=0,2>0, y1=1/x R:ygzh‘Tx
6. 22y —x(x—2)y +(x+2)y=0, >0, y1=x R: yo = xe”
7. (I—zcotz)y’ —azy' +y=0, O<z<m, y1== R:ys =senx
8. 2%y 4ay + (2? —1/4)y =0, y =a /2 Riyp = <22
9. (1—2a?)y” —22y' +6y=0, y =32%-1 R:ys = 3I+3I*11H(Tz)
10. 22%" +3zy' —y=0, y =2 Riyp = 2C1V/o+<

2.2. Coeficientes constantes

Para ecuaciones lineales es frecuente proponer soluciones de la forma y(z) = e**. Esto hace
que al derivar dichas soluciones y sustituir en la ecuacién original nos quede sélo una relacion
entre las constantes puesto que, como sabemos, la derivada de una funcién exponencial es un
multiplo de ella misma.

La ecuacién

Lyl = ay” + by’ + cy = (aD* +bD + c)y = 0, (2.10)

tiene asociada la siguiente ecuacion algebraica, llamada ecuacién caracteristica

ar® +br +c = 0. (2.11)

Dependiendo de sus raices serd la solucion de esta ecuacion, siendo posibles tres casos para
raices reales diferentes, reales iguales o complejas conjugadas.

Raices reales diferentes
y = Cre"* + Coe™” (2.12)
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Raices reales iguales
y = C1e’"™ 4 Cyze’™ (2.13)

Raices complejas conjugadas
y = C1e™ cos px + Cre sen (2.14)

donde r = A £ ipu.
Este ultimo caso resulta de aplicar la formula de Euler para la exponencial imaginaria que
multiplica a la solucion con valores reales.

Ejemplo

Resolver la ecuacién

y' +5y +6y=0, y(0)=0, y(0)=1

Solucién

La ecuacion caracteristica de esta ecuacién es

r*+5r+6=0,

que tiene la solucién

r = —3, T9 = —2,

y la solucién general es

y=Chre 3% 4+ Cre 22,

Al sustituir esta ecuacidn en las condiciones iniciales obtenemos

y(O) =C1+Cy=0,

o sea, Cy = —C5. Por otra parte, la derivada es

Y (z) = —3C1e73% 4 2Che 27,

que nos da lo siguiente

y/(O) =-3C +2C; =1,

o sea que C} = —1, y finalmente

Ejemplo

Resolver la ecuacién
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Solucién

y' + 4y + 4y = 0.

La ecuacion caracteristica de esta ecuacién es

que tiene la soluciéon

y la solucién general es

Ejemplo

Resolver la ecuacién:

Solucién

r?4+4r+4=0,

TKE = T9 :—2,

y = Cre 2 4+ Coze 22,

La ecuacion caracteristica es

cuya solucion es

y'+y' +y=0.
2 —
r“+r+1=0,
1
T——iiﬁ,
2 2

con lo que la solucién general es

Ejercicios
1. ¢y +2y —3y=0
2. 4y +4y +y=0
3. 6y —y —y=0
4. 2y -3y +y=0
5 y'—y=0
6. ¥ —2y +y=0

7. ¥y +5y =0

Y= e~ 37 <C’1 cos ?z + C5 sen ?z) .

R: y = C1e® + Coe™3"
R:y = (Ciz + C’z)e*%x
R:y=Cres + Che5
R: y = Cie? + Coe®
R:y=Cie™® 4+ Cye”
R: y = (Crz + Cs)e”

R: y = C cos Vbx + Cy sen /b
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8. ¥ =9 +9=0 Riy = e 307 4 2550
9. y' =2y —2 =0 Ry = Cre(+V2r 4 Cye(l-V2)e

10. 9" 42y +y=0 R:y = (Ciz + Co)e™®
1. "4y —2y=0, y0)=1, (0)=1 Riy=e®+ 2¢7 %
12. ¢y =6y +9y=0, y(0)=0, ¢'(0)=2 R:y = ize’
13. ¢ +8y -9y =0, y(l)=1, y(1)=0 Riy = 2et1 4 Lo 961
4. y" =2y +2y=0 R: y = e“(C1 cosz + Cysenx)
15. ¢’ =2y +6y=0 R: y = Cre+VDz 4 0pe1-Vh)z
16. y"+2y" —8y=0 R:y = Cre2* + Che 4
17. 9" -6y +y=0 R:y = (Cix + Cy)e’
18. y"+6y +13y=0 R: y = e73%(C} cos 21 + Cq sen 27)
19. y"+4y=0, y(0)=0, y(0)=1 R:y = isen2x
20. y"+4y' +5y=0, y(0)=1, y'(0)=0 R:y=e¢ *senz

2.3.

La ecuacién

Ecuacion de Euler

22y + axy' + Py =0, x>0, (2.15)

se transforma en una con coeficientes constantes si se hace z = Inx. Al resolver para z, se tiene
que regresar a la variable original x.

Ejemplo

Resolver la ecuacién

Solucién

:CQy/’—l—xy’—y:O

Esta ecuacion es de la forma 2.15 por lo que, haciendo el cambio de variable

obtenemos la ecuacion:

cuya solucién es

z=Inz,
d?y
422 =y(2),

y(z) = Asenhz + Bcosh z,
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o bien

y(x) = Asenhlnx + Bcoshlnz,

que, después de aplicar la definicén de las funciones hiperbdlicas, se simplifica como
C
y(x) = Crz + 72

La solucion de esta ecuacion se encuentra mas rapidamente si se propone una solucién de
la forma

y(x) =2a" (2.16)

lo cual nos daréd para las derivadas
y'(x) =ra"t, (2.17)
y' =r(r—1)z"? (2.18)

las cuales al sustituirse en la ecuacion 2.15 y eliminar z”, nos daran una ecuacién algebraica
en r llamada ecuacién caracteristica. Al resolver esta ecuacion caracteristica, tendremos los
tres casos para la solucion, dependiendo si las raices de la ecuacién caracteristica son reales
diferentes, reales iguales o complejas conjugadas.

Raices reales diferentes La solucién es de la forma:
y(x) = Cra™ + Cox™. (2.19)
Raices reales iguales La solucién es de la forma:
y(z) = 2"(Cy + CyIn(x)). (2.20)
Raices complejas conjugadas En este caso, las raices tienen la forma:

z2=a + 'lb,

con esto, la solucion es de la forma:

y(x) = 2%[Cy cos(blnx) + Cysen(blnx)]. (2.21)

Ejemplo

Resolver la ecuacién:

:172y”—|—xy’ —y = 0

Solucién



40 2 Ecuaciones de segundo orden
Esta ecuacién es de la forma 2.15, por lo que proponiendo una solucién de la forma 2.16 y
sustituyendo las ecuaciones 2.17 y 2.18 obtenemos

22r(r — D" 2+ ora" !t — 2" = 0.
Eliminando " obtenemos la ecuacién caracteristica
r?—1=0,
cuya solucién es
r = 1, To = —1.
Con esto, la solucién es
y(x) = Crz + Cy/x.
Ejercicios
1. 22y +azy +y=0 R: y = C; cos(lnx) + Cy sen(In x)
2. 2%y +4dxy +2y=0 R:iy=Cio 2+ Coz™t

3. 2%y + 3wy’ +5y/4=0
4. 2%y’ —day’ — 6y =0
5. 2%y’ —3xy +4y=0
6. 2%y’ +2xy +y/4=0
7. 2%y +3xy +5y=0
8. 2%y —xy +y=0
9. 2%y —5xy’ +9y=0
10. 2%y" + 22y +4y =0
11, 22y" —4ay +4y =0
12. 2%y" + 62y —y =0
13. 222%y" —day’ +6y =0
4. (z—-1%"+8@x—-1)y +12y=0
15. (z+1)%"+3(z+ 1)y +3y=0

16. (z—2)%y" +5(x—2)y +8y =0

R: y = 2710 cos(In /x) + Co sen(In /7))
R:y = Ciz~! + Cya®

R:y =2%(CiInz + Cy)

R:y =27 2%(C} + CyInx)

R:y =210 cos(2Inz) + Cysen(2In )]
R:y=2(Cilnz + C9)

R:y=123(Cy + Cylnx)

R:y=a"2[C, cos(@ Inz) 4+ Cs sen(@ Inx)]
R: y = Cix + Cya?

R: y = Ca(-5+V29)/2 4 0, (=5-V29)/2
R:y==x2[Cy cos(@ Inx) + Cy sen(@ Inx)]
Riy=Ci(z—1)3+Co(xz—1)"1

R:y=Ci(z+1)"Y2 + Cy(z +1)73/2

R: y = (z — 1)72[C} cos(In(z — 2)) + Cy sen(In(z — 2))]
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2.4. Ecuaciones no homogéneas
En esta seccién, no homogénea significa que es de la forma

y' +p()y +q(z)y = g(x), (2.22)

con g(x) # 0.

Para resolver ecuaciones no homogéneas, primero se debe hallar una solucién de la ecuacién
homogénea asociada (o sea, la misma ecuacién, pero sustituyendo g(x) por 0), para después
hallar una solucién particular que satisfaga a la ecuacién no homogénea. La solucién general
constard de la solucion homogénea mas la solucion particular.

Ejemplo
Resolver la ecuacién
y' +4y=1+2x+senx.

Solucién

La ecuacién homogénea asociada es

Yy’ +4y =0,
cuya solucion es
y = C1 cos2x + Co sen 2x.

Ahora necesitamos soluciones particulares de las ecuaciones

y' +4y=1, o' +4y==x, " +4y=senz.
Las soluciones particulares para cada una de esas ecuaciones son

1 1 1
=- =-x = —senx
Y 1’ Y ik Y 35

respectivamente, segin se puede ver al derivar.

Entonces, la solucién general es

1 1 1
Yy = Z+Zx—l—gsen:c—l-C'lcosQ:z:—l-C’gsenZz:.

Enseguida se dan dos métodos para hallar la solucién particular de la no homogénea.
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2.4.1. Meétodo de los coeficientes indeterminados

Para hallar la solucién particular de la ecuacion:

y' +p()y +q(z)y = g(x), (2.23)

se busca una funcién que tenga una forma tal que al derivar nos dé la funcién g(x), por
ejemplo, g(x) multiplicada por un multiplo de z; o en el caso de funciones trigonométricas,
una combinacién lineal de funciones trigonométricas apropiada y se dejan las constantes como
parametros libres a determinar una vez que se sustituyan en la ecuacién diferencial.

Es importante tener en cuenta que si g(x) no es solucién de la homogénea asociada, fre-
cuentemente es suficiente con un multiplo de ella para hallar la solucién particular; pero si
g(z) es solucién de la homogénea asociada, serd necesario multiplicarla por un polinomio. Esto
se ilustra en los ejemplos.

Ejemplo
Hallar una solucién particular para la ecuacién
y" — 3y’ — 4y = 2senz.

Solucién

Para que al derivar y hacer la operaciones dadas en la ecuaciéon podamos obtener 2senzx, la
solucion particular debe contener senx o cosx. Entonces proponemos la siguiente solucién par-
ticular

yp = Acosz + Bsenz,

que al derivarla nos da

y, = —Asenz + Bcosx, y, =—Acosz — Bsenz.

Sustituyendo estas derivadas en la ecuacién obtenemos

—(Acosx + Bsenxz) — 3(—Asenz + Beosx) —4(Acosx + Bsenx) = 2sen .

Para que esta ecuacién se cumpla es necesario que la suma de coeficientes de cosenos sea 0, y la
de senos sea 2, o sea

~54-3B=0, 3A-5B=2.

e

, B=—2_ por lo que la solucién particular es

Este sistema tiene como solucién A = i

1

-

Yp = — COST — — Sen .

1T 17
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Ejemplo

Hallar una solucién particular para la ecuacién

y" — 3y — 4y = 42°.

Solucién

Aqui proponemos como solucién particular un polinomio del mismo grado que g(x)

yp = Az* + Bx + C,

que al derivarla nos da

y, =24z + B, vy, =2A.

Sustituyendo estas derivadas en la ecuacién obtenemos

24 — 3(24z + B) — 4(Az® + Bz + C) = 42

De la ecuacién anterior obtenemos las condiciones

24— 3B —4C =0, —6A—4B=0, —4A=4.

La solucién de este sistema es A = —1, B = % yC = —%, por lo que la solucién particular es
13 n 3 9
=—— 4 -—r—z.
PETIRT S
Ejemplo

Hallar una solucién particular para la ecuacién

x

y' =3y —dy=e".

Solucién

Podrfamos pensar que una solucién particular y, = Ae™™ nos serviria; pero resulta que ésta es

una solucién general de la homogénea asociada. Entonces propondremos la solucién

Yp = Axe™ ",

y derivamos para obtener

y; = Ae™® — Azxe™?, y;' = —2Ae™" + Aze™".

Sustituyendo en la ecuacién diferencial

(Az —2A)e™® —3(A — Azx)e™ ™ —4Axe ™" =77,

O sea:

—-5A=1 = A=-—-.
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La solucién particular es

En general entonces, si g(x) tiene la

sugerida en la siguiente tabla

forma indicada, debemos probar y,(z) de la forma

9(z) Yp(2)
P,=a,x" + ...+ ap °Qn ()
Pneax stneaw
axr Senﬁx S axr S axr
€™ o B %@, e sen fx + x° R, e™* cos fx

siendo s = 0, 1, dependiendo de si g(x) es o no solucién de la ecuacién homogénea asociada.

Ejercicios
1. y" —2y — 3y =3e" R:y = Cre™® + C2e® + & (4z — 1)e*”
2. y"+y +5y=3sen2x R:y =e 27 [C1cos 2o+ Cysen 22 + L sen2z — £ cos 2z
3. y'—2y —3y=—3ze " R:y = C1€3® + Che " + Sale " + fze™®
4. y" +2y =3+ 4sen2x R:yzCl—I—Cge*Q””—l—&r—%sen2:1:—%cos2:z:
5.y’ +9y =223 + 6 R: y = Cy cos3x + Cosen 3z + % + 11—8x2e3m
6. y'+2y +y=2"" Riy = (Ciz + Co)e™® + Fa%e™®
7. 2+ 3y +y=2x%+3senz R:y=Cre®+Coe 2 + 22 —3senz — 6z + 14
8. y"+y=3sen2zx + xcos2x R:y:Clcosx—i—Cgsenx—%sean—%cos?x—%sen?x—%coslv
9. " +y +4y=2senhz R:y=e 2" [Cycos x + Cysen L22] + 5 senhw — 5 cosh
10. y” —4y' — 2y = cosh2z R: y = Cre % + Cre® + 2 cosh 2z + senh 2z
1Ly +y —2y=2x,y(0)=0,y(0) =1 Riy=get —ge ™ —x—1
12, y" 44y = 2% + 3¢%, y(0) = 0, 3/(0) = 2 Riy=—Bcos2z — sen2x + 122 —  + Ee®
13. ¢ =2y +y=2e®+4,y(0)=1,¢(0)=1 Riy=e"(—32? +2-3) +4
4. y" =2y — 3y =3ze®*, y(0) =1, y'(0) =0 R:iy =€+ 2e7" — ge?* — 2%
15. y"” 4+ 4y = 3sen2zx, y(0) =2, y'(0) = —1 R: y =2cos2zx — %sen2x — %xcos 2w
16. "+ 2y +5y =4e *cos2z, y(0) =1, y'(0) =0 Riy=e" [COS 2r + %Sen 2r + xsen?x}
17.  y"” — 5y’ + 6y = 2¢* Riy=—2ze™®
18. ' —y/ —2y=2e"° R:y=3z%"
19. ¢’ +2y +y=3e"" R:y=Ci(1+z)+ Coe® + %621(17— 1)
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2.4.2. Método de variacion de parametros
La solucion particular de la ecuacion:
y' +p(@)y +q(2)y = g(2), (2.24)

se puede encontrar si conocemos las soluciones y; y yo de la homogénea asociada, por medio
de la férmula:

y2(£)g(§) y1(£)g(§)
Wlonws) y2>d§ + 12 () Wlonws) d¢. (2.25)

Esta formula es general, pero puede llevar a integrales dificiles de resolver, por lo cual se
recomienda utilizarla sélo cuando no se puede aplicar el método de coeficientes indeterminados.

yp(x) =~ (*75)

Ejemplo

Resolver la ecuacién:

y" +y = secz.

Solucién

La homogénea asociada es:

cuyas soluciones son:

11 = Acosz, y2 = Bsenc,

con lo cual calculamos el wronskiano:

Acosx Bsenx

_ 2 2
—Asenr Bcosx = ABcos“x + ABsen“x = AB.

W(y1,y2) = ‘

Esto nos lleva a tener que resolver las integrales:

Bsenx
AB

Acosz
Y= "T4AB

/ Bsenxsecxdx + / A coszsecxdx

= —cosx/tanxdw—i—senx/dm
= coszIn(cosx) + zsenz.

Entonces la solucién general es:

y = Acosz + Bsenx + coszIn(cosx) + xsen x.
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Ejercicios
1. y"+y=tanz R:y=Cicosz+ Cysenx — cosx [senz + In | sec x + tg ]
2. ¥y +2y+y=e"lnzx R:y = (Ciz+ Co)e ™ + 2’e "Inz — 3z?e™"
3. y'+4y=secx R:y:C’lcos2x+C’Qsen2x+cosa:cos2x+sen:z:sen2:c—%sen2:1:1n|sec:c+tgx|
4 ¢ 43y +2y = R:y:Cle_””+Cge_2””+§1n|1+e””|+6;22 In |1+ |
5.y’ —2y +2y =€’ tanx R:y =e*(Cycosx + Cysenz) — In|secx + tg x|e® cosz
6. ¥ —y=1i= Riy=21[e"In(l+e ") —e*In(l+e*) — 1]
T Yty = 1+Slenm R:y =senzln(l +senx)+ 1 — zcosx + cosxtgx
8. ¥ —y= i R: y = Cre” + Coe™® — L 1In(1 + €2*) cosh
9. y"+y=cotx R:y = Cysenzx + Cycosx + senx In(cscx — ctg )
10. ¢’ +y=secx R: y = Cycosz + Cysenx + cosxIn(cosz) + xsenx
11. y" 4+ 4y = csc2x R:y:Clsen2x+C'2cos2x+%sen2xlnsen2x—%cos2x
12. ¢y —y=¢" R: y = C1e% + Che BHV32 | Cpe=(3-V3)z 5—412 — % - % + %
13. ¢/ +3y +2y=3e*+x R:y=Cre ™ 4 Cre 2" + 5 — % — 3ge2®
14. 9" +9y —2y=Inz R:y:01872””—0—0289”—%lnx—i-%fe;zdz-l—676%]6271 dx
15. ¢y —y= e R: y = Cie® + Coe™ ™ + 2e* fefxfxz dx
16. 2y +3y +y=e3 R:iy=Cie ™ +Che 2 + 757"
17. ' =4y +4y =z R:y = C1e?® + Comwe?™ — 1262 [23/2e72%dy + 122 [ \/re 2*dx
18. y"+9y=9sec?3z, 0<z<3 R: y=sen3zIn|tgz + secx| — 1
19. y/1+4yl+4y=%, x>0 Riy=—-e2"Ilnz
20. y"+4y=3csc2z, 0<w<3 R: y = 3 sen2x In(sen 2z) — 3z cos 2z

2.5. Aplicaciones de modelado

Oscilaciones mecanicas

La segunda ley del movimiento de Newton establece que la aceleracion que experimenta
un cuerpo es proporcional a la suma de las fuerzas que actian sobre ella, e inversamente
proporcional a su propia masa. Esto se escribe generalmente como

> F=ma, (2.26)

o en forma escalar

E F, = may, E F, = ma,. (2.27)
Para un sistema mecanico vibratorio podemos tener, ademas de las fuerzas provocadas por

el estiramiento del resorte, fuerzas de friccién con el medio o alguna fuerza externa constante
o variable.



2.5 Aplicaciones de modelado 47

Oscilaciones libres

Cuando no hay fuerzas externas (incluida la friccién), las oscilaciones sélo estéan asociadas
con la rigidez del resorte y la inercia de la particula. En este caso la ecuacién de movimiento
es

mz” + kx = 0, (2.28)

donde z es la posicion de la particula, y las primas significan derivadas con respecto al tiempo.
La solucion general de esta ecuacion es:

z(t) = Acoswot + B sen wyt, (2.29)

donde w? = k/m es la llamada frecuencia natural de la oscilacién. Los valores de las constantes
Ay B se determinan de las condiciones iniciales del problema dado. La oscilacién tiene un

periodo
m
T =2my]—.
V&

z(t) = Rcosd coswpt + Rsen d sen wyt, (2.30)

donde R = VA2+ B? y § = tan"!}(B/A). R representa el desplazamiento méximo de la
particula y ¢ la fase, o sea, el corrimiento de la onda con respecto al tiempo.

A veces se utiliza més la notacion

Ejemplo

Una masa de 0.1 kg se cuelga de un resorte y lo alarga 20 cm. Si la masa se desplaza 2 cm de la
posicién de equilibrio y se le da una velocidad inicial de 0.1 m/s, encontrar la posicién z de la
particula como funcién de .

Solucién

De la ley de Hooke F' = —kx, encontramos que

~ 0.1kg(9.8m/s”)

k=—-F/m=
—0.2m

=4.9N/m.
La ecuacion de movimiento es

0.12" + 4.9z = 0,
que tiene como solucién
x(t) = Acos(7t) + Bsen(Tt).

Las condiciones iniciales son z(0) = 0,2, ’(0) = 0,1, lo cual nos da los valores de las constantes
A =1/50, B=1/70. Con esto, la solucién final es

1 1
x(t) = 0 cos(7t) + e sen(7t),



2 Ecuaciones de segundo orden

x()

VRYAYA

Figura 2.1: Oscilaciones libres

z(t) = 0.0246 cos(7t + 0.6202).

o bien

La grafica de esta funcién se ve en la figura 2.1.

Oscilaciones amortiguadas
Si el medio en el que se mueve el oscilador es viscoso, la ecuacién de movimiento es
(2.31)

ma” + vz’ + kx = 0,

con 7 la constante de amortiguamiento. Las raices de la ecuacion caracteristica son
(2.32)

—y + /7?2 — 4km
o =— .
' 2m

Dependiendo del valor de A = 72 — 4km se tienen tres posibles formas de la solucién, que

presentan tres formas de movimiento diferentes
(2.33)

a) A > 0 nos da la solucién
z(t) = Ae"' + Be™.

b) A =0 nos da la solucién
z(t) = (A+ Bt)e™. (2.34)

¢) A < 0 nos da la solucién
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x(t) = e “(Acos Bt + Bsen (3t). (2.35)

El caso a) nos da una solucién que decae exponencialmente segin se ve en la figura 2.2.

x(t)

Figura 2.2: Oscilaciones sobreamortiguadas

El caso b) nos da una solucién que comienza a oscilar, pero conforme transcurre el tiempo,
decae exponencialmente, como se ve en la figura 2.3. A estas soluciones se le llama criticamente
amortiguadas.

El caso ¢) da una solucién que oscila con su amplitud decreciendo constantemente. Este es
el caso mas general de oscilaciones. Esto se ilustra en la figura 2.4.

Oscilaciones forzadas

Cuando en un oscilador actia una fuerza externa peridédica, se tiene un movimiento difer-
ente. Tomemos el caso en que F' = Fjcoswt, en este caso la ecuacion de movimiento es

ma” + yx' + kx = F cos wt. (2.36)

El caso mas simple de movimiento forzado es cuando v = 0, o sea, cuando no hay amor-
tiguamiento. Con esto, la ecuacion se reduce a

ma” + kx = Fy cos wt. (2.37)

Cuando w # wy, la solucién es

x(t) = Cy coswyt + Cysen wot + cos wt. (2.38)
m

-0
(wg — w?)
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x(t)

Figura 2.3: Oscilaciones con amortiguamiento critico

Dependiendo de las condiciones iniciales, las constantes C; y C5 representan diferentes
clases de movimiento. Por ejemplo, si x(0) =0 y 2/(0) = 0, los valores de C; y C5 son

Fy
m(w§ —w?)’

C11:_ 02:O>

y la solucién es

Fo

BT

(coswt — cos wyt), (2.39)

que nos da un comportamiento como el que se muestra en la figura 2.5. A esta clase de
movimiento se le llama oscilaciones moduladas.
Por otro lado, si w = wy, la solucion es de la forma

Fo
mwo

x(t) = C — 1 coswpt + Cy sen wpt +

t sen wyt. (2.40)

El dltimo término domina la solucién conforme crece el tiempo y, como se ve, crece lineal-
mente. A esta clase de movimiento se le llama oscilaciones con resonancia y el comportamiento
se ilustra en la figura 2.6.

Finalmente, cuando v # 0, la solucién es de la forma

Fo
\/mz(wg _ w2)2 + 72w?
Aqui también el dltimo término domina cuando ¢ — oo, lo cual significa que no importa
cuales sean las condiciones iniciales, el movimiento tiende a la frecuencia que habria inicamente

bajo la accién de la fuerza externa, como se ve en la figura 2.7. Antes de que su frecuencia sea
igual a la de la fuerza externa, se dice que esta en un estado transitorio.

x(t) = Cre™t + Cye™' + cos(wt — 0). (2.41)
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x(t)

Figura 2.4: Oscilaciones amortiguadas

Circuitos eléctricos

En un circuito eléctrico donde haya elementos tipicos como lo son resistencias, capacitores
y bobinas, asi como fuentes de voltaje, también puede haber oscilaciones. De acuerdo con
las leyes de Kirchhoff, la suma de los voltajes en los elementos del circuito debe ser igual al
voltaje aplicado por la fuente, llamado fuerza electromotriz (FEM). Por esto, la ecuacién de
un circuito con una resistencia de valor R, un capacitor de capacitancia C' y un inductor de
inductancia L al que se le aplica una FEM de valor E(t) es

dI 1
L— I+ =@Q = E(t). 2.42
o PRI+ ZQ = E() (2.42)

En esta ecuacion hay dos incégnitas, I y (). Sin embargo, como conocemos la relacién entre
estas cantidades, o sea, I = dQ/dt, la ecuacién se transforma en
d*Q g 1
L e +R 7 + C’Q = E(t). (2.43)
Al resolver esta ecuacién, se tienen situaciones andalogas a las que se presentan en las
oscilaciones mecénicas, tan sélo cambiando x por @, m por L, v por R, k por 1/C'y F(t) por
E(t). En particular, las oscilaciones moduladas son la base para la transmisién radiofénica.

Ejemplo

Un circuito en serie tiene un capacitor de 0.25 x 1076F y un inductor de 1 H. Si la carga inicial en
el capacitor es de 1076C y no hay corriente inicial, encuentre la carga en el capacitor en cualquier
instante t.

Solucién

La ecuacién diferencial es (sabiendo que no hay resistencia ni voltaje aplicado)
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20l ,/\AA, 1l pan
Figura 2.5: Oscilaciones moduladas
Q1
L—+ —-Q=0
a o9
cuya solucion es
Qt) = Acos ———t + Bsen ——t
= Acos sen —t.
VLC LC
Usando las condiciones de frontera obtenemos Q(0) = 107¢ C = A, I(0) = 0, o sea B = 0.
Asi pues, la solucién es
Q(t) = 1073 cos 2 x 10%¢.
Ejercicios

1. Una masa que pesa 2 1b alarga 6 pulg un resorte. Si se tira hacia abajo la masa otras 3 pulg més y
luego se suelta, y si no hay resistencia del aire, determinar la posicién de la masa en cualquier instante
t. Encontrar la frecuencia, el periodo y la amplitud del movimiento.

R: u(t) = cos8t, w =8 rad/s, T = /4 s, R =1 pie.

2. Una masa de 100 g alarga 5 cm un resorte. Si la masa se pone en movimiento desde su posicion de
equilibrio con una velocidad hacia abajo de 10 cm/s y no hay resistencia del aire, determinar la posicién
de la masa en cualquier instante t. ;Cudndo regresa por vez primera la masa a su posiciéon de equilibrio?
R:u(t) = 2senldt, t = 5 s.

3. Una masa que pesa 3 1b estira 3 pulg un resorte. Si la masa se empuja hacia arriba, contrayendo el

resorte una distancia de 1 pulg y luego se pone en movimiento con una velocidad hacia abajo de 2
pies/s, y no hay resistencia del aire, encontrar la posicién de la masa en cualquier instante ¢. Determinar
la frecuencia, el periodo, la amplitud y la fase del movimiento.
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x(t)

<
—
—
—

Figura 2.6: Oscilaciones con resonancia

R: wu(t) = 4—\1/5 sen 8v/2t — 1—12 cos 8+v/2t

w =82 rad/s,
T =7/4V?2 s,
R = % pie,

S=m— arctg% ~ 2.0113.

4. Un circuito en serie tiene un capacitor de 0.25 x 107F y un inductor de 1 H. Si la carga inicial en el
capacitor es de 1079C y no hay corriente inicial, encontrar la carga en el capacitor en cualquier instante
t

R: Q(t) = 10~ cos 2000t Coulomb.

5. Una masa de 20 g estira 5 cm un resorte. Suponga que la masa también estd sujeta a un amortiguador
viscoso cuya constante de amortiguamiento es de 400 dinas-s/cm. Si se tira hacia abajo de la masa 2
cm o més y luego se suelta, encontrar su posiciéon en cualquier instante t. Determinar la cuasifrecuen-
cia y el cuasiperiodo, asi como la razén del cuasiperiodo al periodo de movimiento no amortiguado
correspondiente.

R:  wu(t) = efl()t(\/i6 sen 4v/6t + 2 cos 41/6t),

u=4v6 rad/s,

Ty =7/2V/6 s,

T, 7

L= 5T~ 14289,

6. Una masa que pesa 10 lb estira un resorte 3 pulg. La masa esta sujeta a un amortiguador viscoso con
constante de amortiguamiento de 2 lb-s/pie. Si la masa se pone en movimiento desde su posicién de
equilibrio con una velocidad hacia abajo de 3 pulg/s, encontrar su posicién en cualquier instante t.
Determinar cuando la masa vuelve por primera vez a su posiciéon de equilibrio.

R: u(t) = ﬁe‘w sen2/31t, t = 7/2v/3 s.

7. Un resorte se alarga 10 cm por la accién de una fuerza de 3 N. Del resorte se cuelga una masa de 2 kg
y se sujeta también a un amortiguador viscoso que aplica una fuerza de 3 N cuando la velocidad de la
masa es de 5 m/s. Si se tira hacia abajo de la masa 5 cm por debajo de su posicién de equilibrio y se
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10.
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Figura 2.7: Oscilaciones forzadas amortiguadas

le imprime una velocidad inicial hacia abajo de 10 cm/s, determine su posicién en cualquier instante ¢.
Encontrar la cuasifrecuencia p y la razén de p a la frecuencia natural del movimiento no amortiguado
correspondiente.

R u(t) = 0.057198¢ %15 cos(3.87008¢ — 0.50709),
w = 3.87008rad/s,
£ — 3.87008 1 4289,

wo V15

Un circuito en serie tiene un capacitor de 10~° F, un resistor de 3 x 102 Q y un inductor de 0.2 H. La
carga inicial en el capacitor es de 1079 C y no hay corriente inicial. Encontrar la carga en el capacitor
en cualquier instante t.

R: Q(t) — 1076(26750015 _ 67100075)'
Cierto sistema vibrante satisface la ecuacién u” + yu' + u = 0. Encontrar el valor del coeficiente de

amortiguamiento para el que el cuasiperiodo del movimiento amortiguado es 50 % mayor que el periodo
del movimiento no amortiguado correspondiente.

R: v =4/20/9 ~ 1.4907.

Una masa que pesa 8 1b alarga 1.5 pulg un resorte. La masa también estd sujeta a un amortiguador con
coeficiente . Determinar el valor de «y para el que el sistema est4 criticamente amortiguado; proporcionar
las unidades 7.

R: v = 8 1b s/pie.

Si un circuito en serie tiene un capacitor de C' = 0.8 x 1076 F y un inductor de L = 0.2 H, encontrar la
resistencia R de modo que el circuito estd criticamente amortiguado.

R: R =103 Q.

Suponer que el sistema descrito por la ecuacién mu’ + yu' + ku = 0 estd criticamente amortiguado y

que las condiciones iniciales son w(0) = ug, u'(0) = ug. Si uy = 0, demuestre que

lImu=0
t—0
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pero que w nunca es cero. Si ug es positiva determine una condicién para uf, que asegure que la masa
pasa por su posicion de equilibrio después de que se suelta.

R: uf < —yup/2m.

13. Una masa que pesa 4 1b alarga 1.5 pulg un resorte. La masa se desplaza 2 pulg en la direccién positiva
y se suelta sin velocidad inicial. Si se supone que no hay amortiguamiento y que sobre la masa actia
una fuerza externa de 2 cos 3t 1b, formular el problema con valor inicial que describe el movimiento de
la masa.

R: u” + 256u = 16 cos 3t, u(0) = %, v/(0) = 0.

14. Una masa de 5 kg estira 10 cm un resorte. Sobre la masa actia una fuerza externa de 10sen(t/2) N. La
masa se mueve en un medio que le imparte una fuerza viscosa de 2 N cuando su velocidad es de 4 cm/s.
Si la masa se pone en movimiento a partir de su posiciéon de equilibrio con una velocidad inicial de 10
cm/s, plantear las ecuaciones que describen el movimiento de la misma.

R: u” + 10u’ 4+ 98u = 2sen £, u(0) = 0, v/(0) =0.08.

15. Si un sistema resorte-masa no amortiguado, con una masa que pesa 6 Ib y una constante de resorte
de 1 1b/pulg, se pone repentinamente en movimiento en ¢ = 0 por una fuerza externa de 4 cos 7t b,
determinar la posicién de la masa en cualquier instante y trazar una grafica del desplazamiento contra
t.

R: u(t) = 5% (cos Tt — cos 8t).

16. Una masa que pesa 8 lb alarga 6 pulg un resorte. Sobre el sistema actiia una fuerza externa de 8sen 8t
Ib. Si se tira hacia abajo de la masa 3 pulg y luego se suelta, determinar la posicién de la masa en
cualquier instante t. Determinar los instantes de las primera cuatro veces en las que la velocidad de la
masa es cero.

R: u(t) = 1(cos 8t + sen 8t — 8t cos 8t).

17.  Un resorte se alarga 6 pulg por una masa que pesa 8 lb. La masa estd sujeta a un mecanismo de
amortiguacién viscosa que tiene una constante de amortiguamiento de 0.25 lb/pie, y sobre ella actia
una fuerza externa de 4cos2t lb. a) Determinar la respuesta de estado estable de este sistema. b) Si

la masa dada se sustituye por una masa m, determinar el valor de m para el que la amplitud de la
respuesta de estado estable es méxima.

R: a) u(t) = 55 (30 cos2t + sen 2t) pies, b) m = 4 slug.

18. Un circuito en serie tiene un capacitor de 0.25x10~°% F, una resistencia de 5 x 102  y un inductor de 1
H. La carga inicial del capacitor es cero. Si se conecta una bateria de 12 V al circuito, y éste se cierra
cuando t = 0, determinar la carga en el capacitor cuando ¢ =0.001 s, cuando ¢ =0.01 s y en cualquier
instante t. Determinar también la carga limite cuando ¢t — oc.

R:  Q(t) = 107 6(e4000t _ 4¢=1000t 4 3) Coulomb,
Q(0.001) ~ 1.52 x 1075 Coulomb,
Q(0.01) ~ 3 x 1075 Coulomb,

lim Q(t) = 3 x 10~% Coulomb.

t—oo

19. Demostrar que el periodo del movimiento de una vibraciéon no amortiguada de una masa suspendida de
un resorte vertical es 2m4/l/g, en donde [ es el alargamiento del resorte debido a la masa m y g es la
aceleracién debida a la gravedad.

20. Demostrar que la solucién del problema con valor inicial

mu” +yu + ku =0, ulte) =uo, ' (to) =up



56 2 Ecuaciones de segundo orden

puede expresarse como la suma v = v + w, en donde v satisface las condiciones iniciales v(tg) = u,
v'(tp) = 0, w satisface las condiciones w(tg) = 0, w'(ty) = ug y tanto v como w satisfacen la misma
ecuacion diferencial que u. Este es otro caso de superposicién de soluciones de problemas maés simples
para obtener la solucién de un problema mas general.

2.6. Ecuaciones lineales de orden superior

Cuando se tienen ecuaciones lineales de orden superior al segundo, podemos generalizar los
conceptos dados en este capitulo. Por ejemplo, en ecuaciones de tercer orden hay tres soluciones
linealmente independientes, el wronskiano de tercer orden es el determinante

Y1 Y2 Y3
W=lwn v y|,
oYy s
con lo que la ecuacion caracteristica es de tercer grado. También debe haber tres condiciones
iniciales (una para la funcién, una para la primera derivada y una para la segunda derivada).
Ademads, mientras mayor sea el orden de la ecuacién, mas combinaciones se pueden tener
en las raices de la ecuaciéon caracteristica. Por ejemplo, si es de tercer grado, puede haber tres
raices reales diferentes, dos iguales y una diferente, una real y dos complejas conjugadas, etc.
Como en la mayoria de las aplicaciones practicas de las ecuaciones diferenciales es suficiente
trabajar con ecuaciones de primer y segundo érdenes, no se tratara el tema aqui, pero es tutil
que el lector sepa qué hacer en caso necesario.



Capitulo 3

Sistemas de ecuaciones lineales

3.1. Meétodo de eliminacion

Para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales se puede usar el método de eliminacién,
que consiste en transformar el sistema en una sola ecuacién de orden superior. Esto se consigue
derivando una (o més) de las ecuaciones y sustituyendo en la(s) otra(s). Una vez que se tiene
la solucién de la ecuacion de orden superior, recuperamos las otras soluciones de cada una de
las incégnitas sustituyendo a la inversa.

Ejemplo

Reslover el sistema

dx
oY (a)
dy
— = b
o (b)
Solucién
Derivando la ecuacién (a) obtenemos
e _dy
ez dt’

Sustituyendo en la ecuacién (b) llegamos a la ecuacién

X

ﬁ—FSC:O,

cuya solucién es

x(t) = Acost + Bsent.

Para obtener y(t), seglin la ecuacién (a), tan sélo derivamos z(t), con lo cual

y(t) = —Asent + B cost.
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3 Sistemas de ecuaciones lineales

Métodos matriciales

Para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es muy 1util hacer uso de matri-

ces por lo que, en lo que sigue, inicamente se mencionaran las operaciones necesarias, asi que
se recomienda al lector repasar el dlgebra de matrices'.

Si se tiene un sistema de n ecuaciones lineales, como

= pu®)xy + ... + pra(O)x, + g1(t)

~

= pu®)z1+ oo+ Dan(O)zn + gn(t),

cuya solucién es

x1=01(t), s Tn = Gu(t);
podemos escribirlo en forma matricial como
x =Px +g(t), (3.1)
siendo
4 pi1 P12 Pin
P21 P22 Pon
x = , P= ,
‘(E;L Pn1 Pn2 Pnn
1 9
X = , g =
Tn In

Aunque en general la matriz de coeficientes puede ser funcién de ¢, nos ocuparemos unica-
mente del caso en que todos los coeficientes son constantes, esto es, P(¢) = A.

3.3.

Sistemas homogéneos

Para resolver este sistema, es necesario encontrar los eigenvalores de la matriz de coefi-
cientes, y dependiendo de los valores que tomen éstos, sera la forma de la solucién.

1'Véase por ejemplo: Howard Anton Introduccion al dlgebra lineal. 2a edicién. Limusa. 2002.
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Eigenvalores reales diferentes
En este caso, la solucién es de la forma
x = C1&1e™ 4+ Cobae”™ + ..Ch&e™, (3.2)

donde ry, 1o, ... 7, son los eigenvalores de la matriz de coeficientes y &1, &, ... &,, son los

eigenvectores asociados a los eigenvalores encontrados.

Ejemplo

Resolver el sistema

, 11
X 4 1 X

Para encontrar los eigenvalores resolvemos la ecuacion

Solucién

det(A —rI) =0,
o0 sea
1—7r 1 2
‘ 4 1y =0=(1-r)"—4,
cuyas soluciones son r; = —1 y 72 = 3. Estos son los eigenvalores, cuyos eigenvectores asociados
son

Con esto, la solucién es

Ejercicios

Resolver los siguientes sistemas
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5 x’z(_12 _12)x
ot 1 0)s
FEEEI
8 x’z(_? _g)x
9 x’z(; :i>x
N E]

NERIN

Eigenvalores reales repetidos

R:x:Cl( 1 )6_3t+02( ! )e‘t
-1 1
R:X—Cl<:7l;>+02< —1)82)5

) v

1 2
RZXZCl( 1 )e_t+02(3>e_2t
R:x_—%<;)>82t—|—%<1>e4t

Cuando hay eigenvalores repetidos, se buscan soluciones adicionales que incluyan productos
de polinomios y funciones exponenciales, en la forma

X1
X9

X3

gert
éert ‘l‘ ﬁert
é’t2ert 4 ,r—]»tert 4 5671 (33)

donde 77 es un vector que satisface la ecuacién (A —rl)ij = i, siendo r el eigenvalor repetido y

5 el eigenvector asociado a dicho eigenvalor. Debemos senalar que la solucién para 77 tendra un
multiplo de . En la solucién general podemos prescindir de dicho muiltiplo.

Ejemplo

Resolver el sistema

Solucién

Para encontrar los eigenvalores tenemos que

1

1—r
3—r

-1 =72 —4dr+4=0,




3.3 Sistemas homogéneos

61

cuyas soluciones son r; = 2y ro = 2, esto es, hay eigenvalores repetidos. Con esto, una solucién

de la ecuacién dada es

Para hallar una segunda solucién, hacemos
%, (t) = Ete? + fje*,

cuya derivada es
xh(t) = 2&tet + Ee*t 4 2ie?t.

Sustituyendo esto en la ecuacién original tenemos que
2Ete2t 4 Ee% 4+ 27t = A (gtezt 4 ﬁe%) 7
o bien, agrupando términos tenemos que
26 = A€,
£+ 277 = A7,
Si en la segunda de estas ecuaciones despejamos 77 en términos de E tenemos que

w-mi=¢=( ).

lo cual nos da como soluciéon el siguiente vector

()l 4)

asi que la solucién general es

Ejercicios

Resolver los siguientes sistemas

L= () rex=ci (2 )erre (2 s ()
e wee(3)ee(3)
s () wxea(3)o
Cee(E ) v (D)ensal()
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1 1
5 x' = 2 1 -1 X
0 —
-3 0 0 1
R:x=0C; 4 e P+ Cy 1 et + Cy 1 te?t + 0 | e
2 -1 -1 1
0 1 1 1 1 0
6. xX=11 0 1 |x Rix=Ci| 1 | e®+0Cs 0 e t+C4 1 et
1 1 0 1 -1 -1
1 —4 3 3+ 4t
r_ _ _ 3t
T X‘<4—7>X’X(O)_(2) R _(2+4t>
1 0 0 -1 -1 0 0
8. x'=| -4 1 0 |x,x(0)= 2 R:x = 2 el+4 1 |tet+3[ 0 |e?
3 6 2 —-30 —-33 —6 1
1 1 1
9. x' = 2 1 -1 |x Ayuda: ry =19 =73 =2
-3 2 4
0 0 1 0 1 1
R:x=0C) 1 e?t4+Cy —1 |te®+ | 0 |e2t|+Cy 1 t?2e2t 12 0 |tet*+2( 0O
-1 1 1 —1 1 2

Eigenvalores complejos

Si los eigenvalores son complejos, se tienen eigenvectores de la forma

—

gi:a+ib7

con lo que los vectores x; son de la forma

)\t(

x; = eM(acos ut — bsen ut) 4 ieM(acos ut + bsen ut) = u + iv,

y los vectores

)\t( At(

u=c¢e"(acosut —bsenput) y v=e"(acosut+ bsenput)

son soluciones del sistema (obsérvese que Ay i son las partes real e imaginaria respectivamente
de los eigenvalores encontrados).

Ejemplo
, [ —1/2 1
* _< -1 —1/2 )*

Los eigenvalores de la matriz de coeficientes son r; = —% +iyry =—2%—14, porlo que los

2
eigenvectores son
g = 1y (1 iy 0
=V i ) Vo 1

Solucién

e
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- 1 1 (0
a=(4)-(o)-(V)
lo cual nos da como vector x el vector
1 0
0 )sent—( 1 )cost}

o (e (2] o
e (o ()]
|

con lo que las soluciones son
v=et? [( (1) >sent—|— ( (1)

que se pueden simplificar como

u= e t/? cost ’ % sent '
—sent cost

Yy

cos t} ,

Ejercicios
Resolver los siguientes sistemas
3 -2 cos 2t sen 2t
r_ e t t
1 x-(4 —1>x R:x = Che (cos2t—|—sen2t>+02€ (—cos2t—|—sen2t)
-1 1 2cos2t —2sen?2t
;o e —t —t
2 X_< 2 —1)X R:x = Che < sen 2t >+026 ( cos 2t )
2 =5 5cost Hsent
! __ . —
3 x_(l —2>x R'X_Cl(2cost+sent>+02(—cost—|—2sent)
2 —5/2 5cos 3t 5sen 3t
r_ — t/2 2 t/2 2
4ox < 9/5 -1 >X Rix =Che ( 3(cos 3t + sen 3t) > +Cae ( 3(—cos 3t + sen 3t) )
1 -1 —2cos 3t —2sen 3t
! . —
5 X _( 5 -3 )x R'X_Cl(cos3t+3sen3t)+02( —3cos3t—|—sen3t)
5/4 3/4 _ cost _ sent
;o e t t
6. x _< 3/4 5/4)X Rix =Che < 2cost + sent >+026 < —cost+ 2sent )
1 0 0 2 0 0
7. x'=2 1 -2 |x Rix=Ciet | =3 | +Chel | cos2t | + Cset sen 2t
3 2 1 2 sen 2t —cos 2t
-3 0o 2 2 —\/§sen\/§t
8. x = 1 =1 0 |x Rix=Cre 2| =2 | +Che? cos /2t +
-2 -1 0 1 — cos V2t — /2 sen V2t
\/icos \/it
+Cze? sen /2t

\/icos \/it — sen \/§t

o _4( cost—3sent
Rix=e (cost—sent

-3 1 cost — Hsent
! _ . _ 2t
10. x' = < 1 )Xa x(0) = < ) ) Rix=e < —2cost — 3sent )

Nej
x\
Il
7N
— =
|
w ot
}—ll\D\_/
»
fay
e
N~—
Il
7N
— =
"
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3.4. Sistemas no homogéneos

Hay varios métodos de solucion de sistemas no homogéneos. Describiremos los casos mas
simples, que son el de coeficientes indeterminados y el de variacion de parametros.

3.4.1. Coeficientes indeterminados

Anélogamente a lo que sucede en ecuaciones de segundo orden (capitulo 2), suponemos
una soluciéon de forma conocida para el sistema y la sustituimos, dejando como incognitas a
despejar las constantes, que en este caso son vectores.

Ejemplo

Solucién

Con los métodos descritos anteriormente se puede comprobar que la solucién de la homogénea es

x(t) = Cy ( ' )e—t+02( B >e—3t.

Para hallar una solucién particular del sistema dado, primero lo reescribimos como

, =2 1 2 ¢ 0
(4 (D) (2,
asi que proponemos una solucién particular de la forma

x, =ate ' +be ' +ct +d,

que al derivar nos da

X, = ac ! —ate "t —be ' +c,

y sustituyendo en la ecuacién original obtenemos

—aect—atet—bet+c=

= Aate™? + Abe~ ! + Act + Ad + ( g )e_t—i— ( g )t.

De la ecuacién anterior agrupamos términos semejantes como sigue

)

—a = Aa

a—b:Ab—i-( 2
0
0
3

Si en las ecuaciones vectoriales-matriciales anteriores se despejan los vectores constantes obten-
emos

O—Ac+<

c = Ad.
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(1) v () (2) 5-(28)

asi que la solucion particular es

e (1) () (1) ()

Finalmente, la solucién general es

xi=ci () etra( L} e (] )t
+(_?>et++(;>t+(:gﬁ),

3.4.2. Variacion de parametros

Este método consiste en construir una soluciéon para el sistema no homogéneo a partir de
la solucion homogénea. Para esto se forma una matriz que tiene como columnas a los vectores
solucion del sistema homogéneo. Esta nueva matriz, llamada ®, se invierte y se multiplica por
el vector que nos da el término no homogéneo. El producto resultante se integra (ignorando
las constantes de integracion), y el resultado final se multiplica nuevamente por la matriz. En
resumen, la soluciéon no homogénea es

X, = @/q)_lg(t) dt. (3.4)

Ejemplo
Reslover el sistema
P 1 + 3t
X = 2 —4 )% et
Solucién

La solucién homogénea de este sistema es

6721& 67515
X1 = _ X9 = _
1 e—2t ) 2 _9e—5t

lo que nos da la matriz

Al invertir la matriz obtenemos
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con lo que la solucién particular buscada sera
(3 I () -
p = —2t —5¢t 5t
e —2e ge g
e—2t o5t t62t+
=\ g2t _g-5t ot _ 1 4t dt =
o2t o5t te2t _ % 2t+% t
= e—2t _9o-5t %te&— 15t 14t =

(FR)

25 T3¢

Il
N
silwen o
N—

~

|
N
IR
N——

+
N
N[ s | =
N——

m‘

Con lo anterior, la solucién final es

(1) 4o

3

50

oot oy
~_
~+
|
7N
[N
"
+
7N
[ SIS
"
3
L

Ejercicios

Resolver los siguientes sistemas

, (1 V3 et
2. X _<\/§ 1 X + \/ge’t
D — V3 1 —2t 2/3 -1 —t
rx=a (Y )erre( g e (s 2/v3 )¢
;{2 =5 —cost
3 X _< 1 -2 ) ¥t sent
1 3 1 Hcost 1 1 3 Ssent
R:x = £(2t—5 sen2t—3 cos 2t+C1) +5(—t—5sen2t+5 cos2t+Ca) |

2cost+sent cost+ 2sent
—2t

e N T
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7. x’z(jL

o (G )

w
—~ 7 =

RZX201< i >€_t/2+02

0 w3 e (1)
1
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Capitulo 4

Transformadas de Laplace

Un método muy sencillo y efectivo para resolver ecuaciones diferenciales es el que utiliza la
transformada de Laplace. En este capitulo se explica el calculo de la transformada de Laplace
y su inversién, para su posterior aplicacion a la solucion de ecuaciones y sistemas.

4.1. Calculo de la transformada de Laplace

Se define la transformada de Laplace (Abreviado TL) de una funcién f(t) con la ecuacion:

LU0} = F6) = [ st (4.1)

0

Recordemos de los cursos de cédlculo que una integral que contenga algiin limite de inte-
gracién infinito se llama integral impropia. Para evaluar la integral impropia dada se usa:

lim e St f(t)dt.

a—0o0 0

De aqui observamos que la TL sélo existe en el caso de que la integral dada sea conver-
gente. Frecuentemente se escribe f(oo) para indicar el limite de f(t) cuando t — oo, y asi se
usara aqui.

Ejemplo
Calcular la transformada de Laplace de la funcién f(t) = 1.

Solucién

De la ecuacién (4.1), tenemos que:

£iy = / et
0

Para resolver esta integral hacemos u = —st, y du = —sdt, o bien, dt = —(1/s)du, con lo cual:

c{iy=—= /OOO edu = — [le“} —

S S 0
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Ejemplo
Calcular la transformada de Laplace de la funcién f(t) = t.
Solucién
De la ecuacién (4.1), tenemos que:
L{t} = / te”Stdt.
0

Para resolver esta integral hacemos u = t, y dv = e *!dt (integracién por partes), lo cual nos da

—st]oC e’} 1

it} = {—te ] +/ et = .
5 |, 0 s
Ejercicios

Encontrar la transformada de Laplace de cada una de las siguientes funciones. En todas ellas a es una

constante arbitraria.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

ft) =1 R: F(s) = 35
ft)y =4 R: F(s) = &
ORSS R: F(s) = Gt
f(t) = cosat R: F(s) = i
f(t) =senat R: F(s) = &¢a
f(t) = coshat R: F(s) = 22—
f(t) = senhat R: F(s) = 2%
f(t) =sen?t R: F(s) = @
f(t) = cos mt cosnt R: F(s) = (S2j§,§21’§22)+_222n2
f(t) = cosh? at R: F(s) = %
f(t) = et R: F(s) = 33
F(t) = teot R: F(s) = =op
f(t) = tret R: F(s) = oy
f(t) =tcosat R: F(S)Z%
f(t) =tsenat R: F(s):(sﬁr%)z
f(t) =e'sent R: F(S):m
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4.2. Algunas propiedades de la transformada de Laplace

4.2.1. Traslacion

Al calcular la TL de la funcién e f(t) notamos que

L{e™f(t)} = /O " g f(t)e™dt = /O " et f(t)dt, (4.2)

para resolver la integral, hacemos u = s — a, con lo cual tenemos

/000 e f(t)dt = F(u) = F(s —a). (4.3)

Esto quiere decir que, si tenemos alguna funcion cuya TL ya conocemos, multiplicada por
una exponencial, es suficiente con tomar la TL ya conocida y sustituir s por s —a. Esto equivale
a trasladar a F'(s) en a unidades en el espacio s.

Ejemplo
Hallar la TL de

f(t) = e* cos 3t.

Solucién

Sabemos que

s
s24+9

)

L{cos3t} =

por lo tanto, usando la ecuacién 4.3 tenemos que

-2) s—2
2t N = (s _ .
Ll cos8t = oo s T P15+ 13

4.2.2. Funcion escaldn

En muchos problemas de circuitos eléctricos se usa la funcién u(t — a), llamada escalon
unitario o funcion de Heaviside, definida como

0 t<a
u(t—a)—{l . (4.4)

Su grafica se muestra en la figura 4.1.

Cuando una funcién f(¢) definida en [0, 00), como la que se muestra en la figura 4.2, se
traslada a unidades; cambia la forma de la funcién debido al cambio en el dominio de definicion,
como se puede ver en la figura 4.3. Para evitar esto, se multiplica la funcién f(¢ — a) por el
escalon unitario, con lo cual se obtiene algo como lo que se muestra en la figura 4.4.

La TL de la funcién u(t — a)f(t — a) es

L{u(t —a)f(t —a)} = /OO u(t —a)f(t — a)e *dt, (4.5)
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fly _

Figura 4.1: Funcién de Heaviside

haciendo v =t — a se tiene que
/ uw(v) f(v)e e dt = e F(s). (4.6)
0

Entonces concluimos que

L{u(t—a)f(t—a)} =e ¥F(s), (4.7)

la cual establece que si tenemos una funcion y la trasladamos a unidades, su TL es la que
tenia antes de la traslacion multiplicada por e™°.

Ejemplo
Hallar la TL de

f(t) =u(t — 5)cos(2(t — 5)).
Solucién

De la férmula 4.7

S

L{cos2t} = ——,

{ } 52 _|_4
por lo tanto, usando la ecuacién 4.3 tenemos que

s
s2 44

Lu(t —5)cos2(t —5)} = e 5 L{cos 2t} = e~ 5*
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Figura 4.2: Funcién inicial

Figura 4.3: Funcién recorrida

4.2.3. Derivadas
TL de las derivadas

Calculemos la transformada de Laplace de la derivada de una funcién, por ejemplo, f(t)

L(ro) = [ e (48)
0
Integrando por partes, con u = e~* y dv = f(t), tenemos que
| ot =] - [ s
— — /(0 g
10+ [ rwear
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0. 8¢

0. 6}

0.4}

0. 2;

Figura 4.4: Funcidn recorrida y multiplicada por el escalén unitario

y en esta tltima ecuacién reconocemos la ultima integral como la TL de f(), lo cual nos lleva
a la igualdad

L{f'(1)} = sF(s) = f(0). (4.9)

Para la TL de la segunda derivada de una funcién tenemos, de manera andloga a la TL
anterior

L{F(t)} = s"F(s) — s£(0) = f'(0). (4.10)

Se puede demostrar que, en el caso general

L{f™ (1)} = s"F(s) — s"7Lf(0) — 8" 2f/(0) — ... — f7D(0). (4.11)

La férmula para la TL de una derivada serd muy 1til en la soluciéon de ecuaciones diferen-
ciales con condiciones iniciales.

Derivada de las TL
Tenemos que para alguna funcién de ¢

F(s) = / T et p ()t (4.12)

0

Como la integral anterior depende de ¢, pero no de s, se puede derivar con respecto a s de
la siguiente manera

d d d
= [erwa= [ Loy ar-

_ / T (1) dt = —L {tf ()}

De la ecuaciéon anterior, podemos establecer la igualdad
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dn
@F(s) = —L{tf(t)}. (4.13)
Al aplicar reiterativamente la derivada anterior obtenemos, para el caso general
n n dn
LU0} = (~1)" 5 F(s), (414)

formula que establece que, si tenemos que calcular la TL de una funcién cuya TL conocemos,
multiplicada por alguna potencia de ¢, s6lo necesitamos derivar dicha TL el mismo ntimero de

veces que la potencia de t y colocar el signo apropiado.

Ejemplo
Hallar la TL de

f(t) =t?cos2t

Solucién

De la féormula 4.14 obtenemos que

d? d? s
2 — (_ 2 [ [ — =
L{t*cos2t} = (—1) dSQE{COSQt} 7 [52 +4}

d { 4- 2 ]_23(82—12)

T ds (s2+4)2 (s2+4)3
Ejercicios
Encontrar la TL de las funciones siguientes
1. f(t) = e senbt R: F(s) = pgoran
2. f(t) =toe" R: F(s) = 25
3. f(t) =e 'senh2t R: F(s) = m
4. f(t)=te*sen3t R: F(s) = 2%
5. f(t) =u(t —3)sen(t — 3) R: F(s) = {5
6. f(t) = ult —1)e=(t=D R: F(s) =
= . — e 1
7. f(t) - ’U,(t + 1) senh(t + 1) R: F(S) T 2(s—2) - 2e(s+1)
8. f(t)y=te* R: F(s) = =52
9. f(t) =t2sen2t R: F(S) _ 4((8325-’2_;){13)

10.  f(t) = t3 cosh 4t R: F(s) =3 (ﬁ + ﬁ)

s—



76 4 Transformadas de Laplace

4.3. Meétodos para invertir la TL

Ya vimos como, dada una funcién f(t), obtener otra funcién F(s) a la que llamamos
transformada de Laplace. Ahora nos plantearemos el problema inverso: dada una funcién F(s),
ide qué funcién f(t) es TL? A la funcién f(t) se le llama transformada inversa de F(s) y se
simboliza como L7 {F(s)} = f(t). Aunque existe una férmula para invertir la TL de cualquier
funcion, no se estudiard en este texto porque hace uso de la teoria de variable compleja. Si
elaboramos una tabla de transformadas (en el apéndice se da una breve tabla de TL de las
funciones més frecuentes), tendremos de inmediato las funciones originales. Para otros casos,
habra que simplificar las TL obtenidas, para reducirlas a TL de funciones conocidas. Por lo
tanto veremos un par de métodos de simplificacién para poder realizar la inversion.

4.3.1. Fracciones parciales

Un método para invertir una TL consiste en descomponerla en fracciones parciales, e iden-
tificar cada una de éstas con la TL de alguna funcién conocida.

Ejemplo

Encontrar la transformada inversa de

Solucién

Para hallar la inversa, notamos primero que el denominador se puede factorizar como

2 —s5—2=(5s-2)(s+1),

con lo cual podemos escribir

s—1

Yo = a6+,

Esta ultima fraccién se puede descomponer en fracciones parciales en la forma

s—1 A B

(s—=2)(s+1) s—2+s+1’

lo cual nos da el siguiente sistema de ecuaciones para Ay B

A+ B=1, A—-2B=-1,
cuya solucién es A = %, B = % Esto implica que
11 2 1

T 35-2 + 3541
y las ultimas son las transformadas de las funciones

Y(s)

de donde concluimos que
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Y1) = L7 (Y (s)} = 3%+ 5e

4.3.2. Convolucion

Otro método para invertir una TL consiste en usar la convolucion. Para dos funciones,

digamos f(t) y ¢g(t), se define su convolucién como

(% g)(t) = / F(t - 2)g(x) do = / f(@)g(t — z) da.

(4.15)

La igualdad anterior establece ademas que la convolucion es una operacién conmutativa. El
uso de esta operacion es util dado que la TL de la convolucién de dos funciones es el producto
de las TL de cada una de ellas. Esto generalmente se usa en sentido inverso: la transformada
inversa de un producto de las transformadas de dos funciones conocidas es la convolucion de

esas dos funciones, esto es

LTHF(s)G(s)} = (f * 9)(1).

Ejemplo

Hallar la transformada inversa de

Solucién

Esta funcién se puede considerar como el siguiente producto

en donde

1 a

F(s)=5=L{t},  G)= 50

Por lo tanto, usando la férmula 4.16 tenemos que

h(t) = L7Y{H(s)} = (t *senat) =

t t
= / zusena(t — x) de = / (t — x)senax dx.
0 0

Como la convolucién es conmutativa, las dos integrales anteriores deben dar el mismo resultado,
por lo que existe la libertad de elegir la integral a resolver. Si optamos por la segunda, obtendremos

= L{senat}.

(4.16)
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t t t
/ (t —x)senax de =t | senax dx — / rsenax dr
0 0 0
t : rcosar]t senax|t
—(—cosazx)j + [ } - [ }
a a 0 a lo
t t tcosat sen at
——cosat+ — + -0
a a a a
at — sen at
a? '
Ejercicios
Encontrar las funciones de ¢ de las cuales son TL las siguientes funciones.
L oim R: f(t) = geenat
2. (Si;l)g R: f(t) = 2t%!
3. 752&574 R: f(t) _ _%6—415 + %et
4. 2 R: f(t) = %@e@—m [—3 +VI5+ (3 + \/ﬁ)ewﬁt]
5. 2 R: f(t) = e *[cos 2t + sen 2t
6. 23 R: f(t) = Te72 + Le
7. S R: f(t) = 2¢![2 cost + 3sent]
8. 83;@;%)12 R: f(t) =3+ 5cos2t — 2sen 2t
9. s R: f(t) = e % (3sent — 2 cost)
10. % R: f(t) = e7"(2cos 3t — 3 sen3t)

4.4.

Solucidon de ecuaciones con la TL

Para resolver una ecuacion diferencial con condiciones iniciales por medio de la TL, primero
obtenemos la TL de la ecuacion, usando la formula 4.9. Obsérvese que es necesario tener
condiciones iniciales, ya que intervienen en la TL de la derivada. Una vez que se tiene una
ecuacién en donde interviene la TL de la funcién buscada, se despeja y se busca su inversa.
Esta funcién es la solucién buscada. Nétese que con este método no se obtienen constantes
arbitrarias que después haya que determinar, ni es necesario resolver primero la homogénea.
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Ejemplo
Resolver la ecuacién con condiciones iniciales
y' +y=sen2t, y(0)=0,9'(0)=1.

Solucién

Sea Y (s) la TL de y(t). Entonces la TL de la ecuacién es

2
s24+4°

s7Y (s) = sy(0) —y/(0) + Y (s) =
Despejando Y (s) obtenemos

s2+6
(F+ (2 +4)°
y ahora hay que invertir Y (s) para hallar la solucién y(t). Descomponiendo en fracciones parciales
tenemos

Y(s) =

as+b c¢cs+d

Y($)= 5——+5—
() 52+1+82+4’
lo cual nos da los valores a =0, b=15/3, ¢ =0y d = —2/3, que nos dan para Y (s) la ecuacién
5 1 1 2
Y(s) =

T 3241 38244

La funcién anterior la reconocemos como la TL de la funcién

) 1
y(t) = 3 sent — 3 sen 2t

que es la solucién buscada.

Ejercicios

10.

y" =2y +2y = cost, y(0) = 1, 5/ (0) = 0

y' =2y +2y=e"* y(0)=0,9'(0)=1 R:y=1(e™" —e'cost+ Te'sent

y' 4+ 2y +y=4et y(0) =2,y (0) = -1 Riy=eY(2+t+2t2

R: y = L(cost — 2sent + 4e cost — 2e’ sent

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales con las condiciones iniciales dadas usando la TL.

y' =y —6y=0,y5(0)=1,4(0) = -1 R:y = 5(e* +4e7%)
' +3y +2y=0,y(0)=1,%'(0)=0 Riy=2et—e %
y' =2y +2y=0,y(0)=0,y(0)=1 R: y = elsent
y' — 4y +4y=0,y(0)=1,40)=1 R:y = e?l —te?!
y' =2y —2y=0,y(0)=2,9'(0)=0 R: y = 2¢’ cosh /3t — %et senh /3t
Yy’ + 2y +5y =0, y(0)=2,9(0) = -1 R:y= %egt + %e*Qt
y" + w?y = cos2t, w? # 4, y(0) =1, y'(0) =0 R:y= ﬁ [(w2 — 5coswt + cos 2t

]
)
)
)
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4.5. Funcion § de Dirac

A veces, en la ingenieria es necesario tratar con fenémenos de naturaleza impulsiva, por
ejemplo fuerzas o voltajes de gran magnitud que actian en intervalos de tiempo muy cortos.
Tales fendmenos generan ecuaciones de la forma

Y +py' +qu = f(1), (4.17)

siendo f(t) la fuerza (o voltaje, etc.) que actiia en el intervalo [ty — 7,t9 + 7], ¥ es cero en
cualquier otro instante t. Una medida de la intensidad de tal fuerza es

to+7 [e%e)
I(1) = / ft)dt = / f(t)dt, (4.18)
to—T —0o0
cantidad llamada impulso total. Supongamos que to = 0 y que f(t) es
)5 T <t<T
1) = { 0 t< —Tot>T. (4.19)

Con esta definicién, I(7) = 1, independientemente del valor de 7 (a excepcién de 7 = 0,
por supuesto). Para intervalos de tiempo cada vez menores, tendremos

lin% ft)y=0, t+#0 (4.20)
pero también
lirr(l) I() = 1. (4.21)

La funcion especial que cumple los limites anteriores se llama delta de Dirac y esta definida
como

5(t) =0, t#£0 (4.22)

/ T Sdt = 1. (4.23)

Otra propiedad muy usual es que

/wﬂﬁ%wﬂwﬁzf%) (4.29)

— 00

La TL de la funcién 0 se calcula de la siguiente manera

£(5(t ~ to)} = iy £/t ~ 1)} (4.29
£(o(t— to)} =limy [ e p(e — to)it =

1 to+7
lim — / e Stdt =

T—0 2T to—T



4.5 Funcién ) de Dirac 81
_1 t=to+7 1
=1 —st — lim —— —sto (8T __ ,—sT) _
20 27‘86 t=to—T 20 27‘56 (e ‘ )
lim We_sm = ¢ ot 4.26)
T—0 ST
(4.27)
Por lo tanto
L{0(t —to)} = e "™, (4.28)
Ahora calculemos la TL del producto de una funcién continua g(¢) por la funcién delta
£(5(t = to)gle)} = [ 3(e~ ta)g()e"ar
0
Para encontrar esta integral, sea f(t) = g(t)e *'. De la ecuacién 4.28 obtenemos
| ot - = s
0
Asi que, finalmente
L{5(t —to)g(t)} = g(to)e™™. (4.29)

Esta tultima igualdad es muy usual al resolver ecuaciones con condiciones iniciales.

Ejemplo

Resolver la ecuacién dada, sujeta a las condiciones iniciales indicadas

y'+2y +2y=46(t—m), y(0)=0,y(0)=0.
Solucién

Calculando la TL de la ecuacién obtenemos

s2Y (s) — sy(0) — y/(0) + 25Y(s) — 2y(0) + 2Y(s) = e~ ™*.
Usando las condiciones iniciales dadas, esto se reduce a

—TS —TSs

e €

Y(s) = - .
o) = i GrirTd

La transformada obtenida nos recuerda a ﬁ, cuya inversa es sent. El término (s + 1) nos

indica el producto por la exponencial e, lo cual da

£t {( 1 } =e lgent.

s+1)2+1
™5 indica una traslacién en 7 unidades con un producto por u(t — 7), lo

Finalmente, el factor e~
cual nos da la solucion

—TSs

e

y(t)=L"" = {m} = u(t —m)e” " sen(t — 7).
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Ejercicios
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales con las condiciones iniciales dadas usando la TL.
1. ¢ +2y+2y=46(t—m),y(0)=1,%(0)=0 R:y=-etcost+etsent —u(t —m)e "™ sent
2. y'+4y=06(t—m) —(—2n),y(0)=0,9'(0)=0 R: y = fu(t — 7)sen 2t — Ju(t — 27) sen 2t
3. y'+2y +y=0(t)+ut—2m),y0)=0,y(0) =1
R:y=2te ! +u(t—2m) [l —e =2 — (t — 27m)e(t=27)]
4. y"—y=25(t—-1),y(0)=1,4'(0)=0 R: y = cosht + 2u(t — 1) senh(t — 1)
5. y'4+2y +3y=sent+d(t—m), y(0)=0,9(0)=1
R:y = yiv2e tsenv2t + et cos V2t + L(sent — cost) + 2v2 u(t — m)e= "™ sen V2(t — )
6. ¥y'+y=20(t—m),y0)=1,4(0)=0 R:y =cost —u(t — 7)sent
7. y'4+y=20(0—-m)cost,y(0) =0,y (0)=1 R:y=[14u(t—m)]sent
8. y'+4y=26(t—7/2),y(0)=1,4y(0)=0 R: y = cos2t — fu(t — ) sen 2t
9. y'+9y=26(t—m/3),y(0)=1,y'(0)=0 R: y = cos3t — su(t — %)sen 3t
10. 9" 4+ w?y =26(t — 7/w), y(0) =1,y (0) =0 R: y = coswt — Lu(t — Z)senwt
1. y' —3y=0(t—2),y(0)=0 R:y =32 y(t —2)
12 ¢ +y=48(t—1),y0)=2 Riy=2e"t+e 1 y(t-1)
13. y"4+y=46(t—2m),y(0)=0,¢y(0)=1 R: y =sent+sent u(t — 27)
14. y" 4+ 16y =46(t —27), y(0) =0, y'(0) =0 R:y= %sen4(t —27) u(t — 2m)
15, y"+y=986(t—n/2)+0(t—37/2),y(0)=0,v'(0)=0 R:y = —cost u(t — )+ cost u(t — 3F)
16. y"4+y=1+6(t—2m)+0(t—4n), y(0)=1,4'(0) =0
R: y = cost + cos(t — 27) u(t — 2m) + cos(t — 4w) u(t — 4m)
17. ¢y +2y +y=46(t—1),y(0)=0,y(0)=0 Riy=2—te 2+ [5—2e20-D] ut—1)
18. ¢y =2y =1+6(t—2),y(0)=0,9'(0)=1 R: y = 1 cosh 2t + senh 2t — $ cosh 2(t — 2) u(t — 2)
19. y” +4y +5y =6(t — 2m), y(0) =0, y'(0) =0 R:y = e 22 sent u(t — 2m)
20. y'+2y+y=0(t—1),y(0)=0,9'(0)=0 R:y=te = u(t —1)
4.6. Solucidn de sistemas usando TL

La Transformada de Laplace se puede usar para resolver un sistema lineal con condiciones

iniciales. Para ello se toma la TL de cada ecuacion, reservando un simbolo convencional para la
transformada de cada una de las funciones involucradas, y se despeja el sistema de ecuaciones
algebraicas por cualquier método conocido. Después se invierte cada una de estas transformadas
para obtener la solucion final. Notese que también en este caso es irrelevante si el sistema es
homogéneo o no.



4.6 Solucion de sistemas usando TL 83

Ejemplo

Resolver el sistema
y+6y=2a, 3r—2 =2y, z(0)=2, y(0)=3.

Solucién
Llamemos X (s) a la TL de z(t) y sea Y (s) la TL de y(t). Tomando las TL de cada ecuacién

obtenemos

[sY (s) = y(0)] + 6Y (s) = [sX (s) — z(0)],

3X(s) = [sX(s) — x(0)] = 2[sY(s) — y(0)],
lo cual, después de sustituir las condiciones iniciales nos da el sistema
sX —(s+6)Y =1,
(3—9)X —2sY = -8,

cuya solucién es

X(s)o _25F16__ 4 2
’ C(s—2)(s+3) s—2 s+3

3s—1 1 2
Y(s) = > = +

(s—2)(s+3) s—2 s+3

Invirtiendo las transformadas encontradas obtenemos

4 2

x(t)=L71 - = 4e?t — 2e731,

s—2 s4+3
1 2
= -t — o2t | 9p—3t
y(t) [s—2+s—l—3} ertee
que constituyen la solucién buscada.
Ejercicios
Resolver los siguientes sistemas dados usando la TL.
1. y¥=y,9y=—-z 20)=2,y(0)=-1 R: z =2cost —sent, y = —2sent — cost

2. 2'4+x-5y=0,y +4r+5y =0, 2(0) = -1, y(0) =2 R:z=e3(2sendt — cosdt), y = 23" cos 4t
3. 2 +3y+y=e,y—x=9y20)=0,y0) =1 R:z=-3te™t, y= %et + %e’t + %te’t
4. 2’ —3x—6y =273, 2’ +y' — 3y = 5e! x(0) =5, y(0) = —1 Rix=3e?—9t2+6t+2,y=—e' —6t
5. a2 =-2y,y =y—2a', z(0) =0, 2/(0) =10, y(0) =5 R:z=10(1—e7t), y =5e?

6. v'=x—-2,2"=y+2,20)=0,2'(0) =1, y(0) =2, 3'(0) = -3 R: v =2sent — 3cost +et + 2,
y=—2sent + 3cost +et —2

7. :c’+y’:cost,x+y"=2, ;[;(77):2’ y(O):()?yl(O):% R:x:2+%sent,yzésent
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8. ' =y+4e ¢y =x—e% 2(0)=y(0)=0,2'(0) =y'(0) =0
1

R: z =sent — Jcost + e 2 + Lef — 2e7! y = L cost
9. 2'=x+4y+z 9y =2x+5y+3z, 2 =3x+9y+ 5z, 2(0) = -2, y(0) = -1, 2(0) =3
Rix=-2,y=-1,2=3
10. 2’ =z+y, ¥y =2-y, 2" =2y, 2(0)=2,y(0)=0,2(0)=0
R:z = (1+§)e\/§t+(l—§)6_\/§t,y:@(eﬁt—e_ﬁt),ZZeﬁt+e_‘/§t—2



Capitulo 5

Soluciones usando series de potencias

En este capitulo se estudia un método para resolver algunas ecuaciones cuya solucion es
imposible de hallar con los métodos estudiados anteriormente. Se supone que el lector conoce los
conceptos basicos de las series de potencias asi que, en lo que sigue, inicamente se mencionaran
las operaciones necesarias. Se recomienda al lector repasar series de potencias!.

5.1. Solucién de ecuaciones alrededor de puntos ordinarios

Para resolver la siguiente ecuacion con coeficientes variables

P(z)y” + Q(z)y' + R(z)y =0, (5.1)

alrededor del punto zy usando series de potencias, primero debemos verificar que P(xq) # 0. Si
esto no sucede (esto es, si P(xg) = 0), el método a utilizar es diferente. Esto se estudiard pos-
teriormente.

Suponiendo que ya se verificé lo anterior, ahora vamos a proponer una solucién de la forma

y(x) = Zanx", (5.2)

con a, valores a determinar para cada ecuacion particular. Para la serie propuesta las derivadas
son de la forma

y'(x) = Z apnz™t,  y(z) = Z apn(n — 1)z" 2. (5.3)
n=0 n=0

Al sustituir estas series en la ecuacién original, se tendran que hacer los ajustes necesarios
a las series involucradas y encontrar una féormula de recurrencia que nos permita obtener los
coeficientes para cualquier valor de n. Esto nos permitira fijar los valores de las constantes a,,
y dar la solucion definitiva en forma de la serie propuesta con los valores a,, encontrados, como
se ilustra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo

Resolver la ecuacién

1'Véase por ejemplo el libro de G. B. Thomas, et al. Cdlculo de una variable, citado en la bibliografia.
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yl/ + y — O
empleando series.
Solucién
Aunque en esta ecuacion no hay coeficientes variables, la resolveremos para ilustrar el método.

Proponemos una solucién de la forma

e}
_ § n
y - AnT 9
n=0

cuya segunda derivada es

y" = Z n(n — 1)a,z™ 2,

n=0
la cual se puede reescribir como
o0 o0
y" = Z n(n —1a,z" 2 = Z(n +2)(n+ Daypq2z™,
n=2 n=0

puesto que los dos primeros coeficientes son cero.

Ahora, sustituyendo las series anteriores en la ecuacién dada obtenemos

Z(n +2)(n+ Dapqoz™ + Z apz” = 0.
n=0 n=0

Para que estas series sumen cero, se necesita que la suma de los coeficientes valga cero para cada
valor de n, esto es

ant2(n+2)(n+1)+a, =0,
que al despejar a,+2 nos da la siguiente relacion

ap
Up42 =
(

n+2)(n+1)’

llamada formula de recurrencia. Para hallar la solucién a la ecuacion vamos a dar valores a n.

Paran =0,
ap
as = ———
2T 12
n=1,
a
a3 = ———
T 2.3
n=2,
a2 agp

TR LT 1234
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as ajy

=15 3345

Continuando con este proceso, encontramos que para n par (siendo n = 2k) se cumple

K @0
(2k)V

asr = (—1)
y para n impar (siendo n = 2k + 1) se cumple

ai

a2k+1 = (—1)km-

Lo anterior nos dice que la soluciéon general de la ecuacién que deseamos resolver es

= (-1
y=ao ; (2k)!
=0

Si hubiéramos resuelto la ecuaciéon por los métodos del capitulo 2, habriamos hallado como
solucién

2k = (=1)* 2k+1
%" + a; E oy .
= (2k + 1)!

y= Acosz + Bsenuz.

Podemos ver la equivalencia de ambas soluciones al recordar el desarrollo de las funciones seno y
coseno por medio de series de Taylor.

Ejemplo

Resolver la ecuacién con condiciones iniciales

y'+ay +y=0 y0)=0 ¥ (0)=1,
empleando series.
Solucién

Proponemos una solucién de la forma

e}
_ § n
y - anT
n=0

cuya derivada es

o0
" o__ n—1
y —E na,x"" ",
n=0

y la segunda derivada

y" = Z n(n — 1)a,z" 2,

n=0

las cuales se pueden reescribir como
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o0
y = E napx™”
n=1

o
g n(n — Dayx n—2
n=2

Sustituyendo en la ecuacion

o0
Z n—lannz—i—xZnan 1" —l—Zanx =0,
n=1 n=0
que es equivalente a la ecuacion
o0 o0 o0
Z(n +2)(n+ Dap22" + Z napz" + Z anz™ = 0.
n=0 n=0 n=0

Para que estas series sumen cero necesitamos que

antro(n+2)(n+1)+a(n+1)=0,

que al despejar a,, 2 nos da la siguiente férmula de recurrencia

an
Gn+2=—n—+27
y ahora le damos valores a n.
Paran =0,
ao
CLQ:—?
n=1,
a
a3:—§
n =2,
a2 ao
a4 =——=—
YT T 2
n =3,
W O3 _ a1
° 5 35
n =4,
Q4 an
ag = —— = —
0 6 2.4-6
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as aiq
a7:——:—
7 3.5.7
n =26,
P
8 8 2.4.6-8
n==17,
o 0T m
779 3.5.7.9

Continuando con este proceso, encontramos

s () ()2 () ()
y=atae+ (=5) 0+ (-F) 2+ (55) o+ (55) +

(oae) e (5a) + (oaes)  + (Garg)

que se puede reescribir como

1 1 1 1
— 1-Z= — A 6 8 _ ..
4 “O( et T ot Taae st )

- Loy Lo S ?+
a ZZT——CC —Tr — i i .
! 3 3.5 3-5-67 3.5-7-9

La solucién general de la ecuacién que deseamos resolver es

. ok o1 2k +1

2k
x 2k .
y_aoz ) e ”12 ek

Para encontrar la solucién particular que satisface las condiciones iniciales dadas, encontramos
y(0), lo cual nos da

k100 2k+1
k ? 2k k+12 k!(0) _
_“OZ ) 5 © +‘“Z Qk+1nl

que nos indica que ag = O, puesto que y(0) = 0.

Para la otra condicién, primero hallamos la primera derivada

que al sustituir nos da

e 2RO

—alz o W

como la condicién es y'(0) = 1, conclunnos que a; = 1. La solucién buscada es

= 2k 12k
r_ _1\k+1

k=0
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Ejercicios
Resolver las siguientes ecuaciones usando series.
1. ¥y —y=0,20=0.
2. y'—xy —y=0,29=0.
3. y'+axy +2y=0,z9=0.
4. @y’ +y +ay=0,20=0,y(0) =1, ¢(0) =0.
5. (1+a2)y" +2z2y =0, 29 =0, y(0) =0, ¥/ (0) = 1.
6. (1—a2)y”" —ay =0, 20 =0y(0)=0,1y(0)=1.

7. I-2)y +y=1+x,20=0,y(0)=0.

8. y"+k*x?y =0, 19 =0, k una constante.

)m+l(k2w4)m+l
+r |1+30 o1 5 8:9...(Am+4)(4m+5)

9. I-2)y" +y=0,20=0.

10. 2+ 2%y’ —ay +4y =0, 29 = 0.
R:y=

2n+1

R:y= Zn 0 (zn)l + Zn 0 2n+1)'

X o o' zZn o) 2nn!12n+1
R: Y= Zn:O 2nn! + Zn:O (2n+1)!

1)k 2k

(=D)*2*kt 22k+1
Riy=372 0 T2RRT + 20 0 TR *

k, 2k

Z (=)=
k=0 (k‘)222"

( 1)k12k+1

Riy= ZZO:O — 2k+1

. o (Qk)' 2k+1
Riy = Z;“;o 22kk!(m2k+1)

k+1

Riy=1+>" 1kk+1)

(—1)™ ! (g2ghymH1

Riy=14+> (5175 amT3)am+a T

2 3

3 4 3 4
Ry=1-5-%F -+ .+trx—F -5+

2 zt z6 z z° 19z7
1—x +?_%+'”+I_T+7TGO_1920+'“

5.2. Solucion de ecuaciones alrededor de puntos singulares

regulares

Cuando en la ecuacién

d*y dy
P(r)— —+R =0
(1) + Q)5 + Riz)y =0
se requiere una solucién alrededor de un punto xy en que P(zg) = 0, decimos que xy es un
punto singular. Si en dicho punto singular se cumple que
Q(z) :
lim (x — xy)—=—= es finito
Jm ( O)P(x)
R
lim (z — x)? () es finito

T—x0 P(x)
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se dice que tal punto singular es reqular. El método que se describe a continuacién es obra
del matematico aleman F. G. Frobenius, por lo que también es conocido como método de
Frobenius. Existen tres casos del método de Frobenius, que se estudian por separado.

5.2.1. Raices diferentes por un nimero no entero

Consideraremos ecuaciones de la forma

P(x)% + Q(x);l—i + R(x)y =0, (5.4)

restringiéndonos al caso en que P(x) = 22 y Q(x) = xq(x); esto es, ecuaciones de la forma

d*y dy
2

' — + xq(x)— + r(x)y =0, 55
Y 1 g2 1 r(a)y (55
siendo ¢(x) y r(z) funciones para las cuales existen expansiones en series de potencias en z,
digamos

g(z) = gma™, (5.6)

r(e) =Y rma™, (5.7)

convergentes en algtin intervalo que contenga al punto z = 0.
La idea fundamental en el método de Frobenius es probar una solucién para la ecuacion
5.5 de la forma

2(z,8) = 2°(ag + a1 + agx® + ...+ apa" + .. = Z anx" e, (5.8)
n=0
con ag # 0. Esto siempre es factible, puesto que si ag = 0, simplemente tendriamos que ahora
a1 juega el papel de ag, con otro valor de s.
De la solucién propuesta (ecuacién 5.8) tendremos que

e e}

dz
T =Y anlnt s,
dx —~

AR L
T3 = > an(n+s)(n+s— 12"
n=0
o sea que si queremos que se satisfaga la ecuacion 5.5, se debe cumplir que
d*z dz
2
r°— F+2q(x)— +1r(x)z =0
"2+ agla) L+ r(e)s =0,
lo cual, al sustituir z y sus derivadas implica que se debe cumplir la ecuacion
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WE

an(n+s)(n+s—1)2"™? + Z an(n + 8)z" 51 + Z a, " =0,
n=0 n=0

I
o

n

la cual, luego de utilizar los desarrollos 5.6 y 5.7 para ¢(z) y r(z) y dividir entre z* se
transforma en

WK

an(n+s)(n+s—1)z""72 4 Z an(n 4 )27 4 Z a, " = 0. (5.9)
n=0 n=0

Il
o

n

Para que la suma de las series infinitas nos dé cero, es necesario que todos los coeficientes
involucrados en cada potencia de x den cero por separado. Esto da origen a un conjunto de
ecuaciones como se verd enseguida.

Si queremos que el coeficiente de 2 sea cero, debemos elegir m = 0 y n = 0, lo cual da la
ecuacién

ags(s — 1) + apqos + agro = 0. (5.10)

Ahora, para que el coeficiente de z!' sea cero, necesitamos que en la primera serie n = 1,

mientras que en la segunda y tercera series se requiere que n +m = 1, lo cual puede suceder
sim=0yn=1,0biensim=1yn=0. Esto nos da la ecuacion

al(s + 1)8 + alqo(s + 1) + apqi s + a1rg + agry = 0. (511)

En general, para que el coeficiente de cualquier potencia de z, digamos z°, sea cero, es
necesario que n +m = i, lo cual puede suceder para diferentes valores de n y m (por ejemplo,
n=iym=0,0bien n=4—1y m=1, etc.). Con esta condicién se obtiene que

ai(s+i)(s+i—1)+{ai1qa(s+i—1)+ aj2go(s+1—2)+ ..+
+apqis} + airo + aiary + aiory + .+ agri =0, (1 >1). (5.12)

Aqui juntaremos todos los coeficientes de a; e identificaremos a su coeficiente con

fs+i)=(s+i)=(s+i)(s+i—1)+ qo(s+ 1) + 7o, (5.13)

con lo cual, la ecuacién 5.12 queda como
aif(s+1i)+ {{ai1iq(s+i—1)+a;_sq(s+i—2)+ ..+
—|—CLOqi8} + ;171 + a;_oro + ... + ao’s;, (Z Z 1) (514)
Regresando a la ecuacién 5.10, tras una simplificacion queda como

aos® + (g0 — 1)(s + 1) = 0,

y recordando que ag # 0, tendremos que
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s2 4+ (qo — 1) (s +19) = 0. (5.15)

Esta ecuacion, llamada ecuacion indicial, es cuadratica en s, asi que tiene dos raices, las
cuales simbolizaremos como s; y s9, ademas de convenir en ordenarlas de tal forma que sy > 7.
Aqui hemos supuesto que las raices de la ecuacion indicial son reales.

La ecuacién 5.15 es simplemente la ecuacién f(s) = 0, asi que tenemos que

f(s)=(s—s1)(s — s9). (5.16)

El conjunto de ecuaciones 5.14 se puede utilizar ahora para determinar los coeficientes aq,
as, ... en términos de ag. Por ejemplo, la ecuacion 5.14, con ¢ = 1 nos da

a1 f(s+1) +aoqrs + apry =0,

asi que tenemos que

—ao(q18 + 7"1)

PRIy
aohl(S)
= _——2=, 5.17
f(s+1) (5.17)
donde hy(s) = —(q1s + r1) es un polinomio de primer grado en s.
La ecuacién 5.14 con i = 2 da
asF(s+2) +a1qi(s + 1) + agqas + ayry + agra = 0
que, sustituyendo en la ecuacién 5.17 para determinar as nos da
&th(s) &th(S)
2 — 1 — =0
azf(s+2)+ {f(s+ I)Q1(3+ ) +a0q28} + {f(s+ 1)7“1 + agr )
dédndonos
e — —aoqi (s + 1)hi(s) + q2sf(s+ 1) +r1hi(s) +r2f (s + 1)
2 f(s+1)f(s+2)
—a fa(s) (5.18)

0f(s—|—1)f(s—|—2)’

donde hao(s) = —qi(s + 1)hi(s) + gasf(s+ 1) + r1hi(s) + r2f (s + 1) es un polinomio que de-
pende de s.
En general, para el coeficiente a; deberemos tener que

hz(S)
CFs+1)f(s+2)..f(s+1i)

a; =a (5.19)
siendo h;(s) un polinomio de s.

Si en la ecuacién 5.19 sustituimos s = s; obtenemos expresiones para a; en términos de aq,
lo cual nos da una soluciéon que involucra a ag como una constante arbitraria de acuerdo a lo
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que sabemos que funciona para ecuaciones de segundo orden. Al hacer esto mismo para s = s
deberiamos tener otra solucion, que nos daria la segunda solucién linealmente independiente.
Sin embargo, esto sélo es cierto si el denominador en la ecuaciéon 5.19 es diferente de cero, esto
es, si sucede que

f(s1+14)#0

f(s2+1) #0, (5.20)

siendo ¢ cualquier nimero entero positivo.
Ahora bien, la ecuacion 5.16 nos dice que

fs) = (s = s1)(s = 52),

de manera que

fls+i)=(s+i—s1)(s+1i—s2),

y entonces

f(Sl + Z) = i(sl — So + i),

f(Sg + Z) = (82 — 51+ i)'é, (521)

o sea que la ecuacion 5.20 se satisface si, y solo si s5 — s1 no es un entero positivo, esto es, si las
raices de la ecuacién indicial no difieren por un nimero entero (también, como caso particular,
si no son iguales).

Asi pues, cuando sy — s; no es un nimero entero (o cero) se tienen dos soluciones lin-
ealmente independientes de la ecuacion 5.5. En caso de que sy — s; sea un nimero entero o
cero (raices iguales), necesitamos otro método para construir la segunda solucién linealmente
independiente.

Ejemplo
Resolver la ecuacién

2xy” +y +y=0.

Solucién

Suponiendo que

o0 oo oo
z= Z a2 = Z an(n+s)z" Tt 2 = Z(n +8)(n+s—1)a,z"t572
n=0

n=0 n=0

tenemos la ecuacién
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o0 o0 o0

Z 2a,(n + s)(n+s— 1)z 4 Z an(n 4 s)z" 1 4 Z anr" =0,

n=0 n=0 n=0
para la cual, si queremos que los coeficientes se hagan cero, primero debemos tener en fase las series, esto es,
debemos hacer que los exponentes sean iguales, prefiriendo el de orden menor (en este caso, n + s — 1), con lo
cual tendremos

Z 2a,(n + 8)(n 45— 1)z" 571 4 Z an(n + s)z" 71 4 Z an_1z" T = 0.

n=0 n=0 n=1

Aqui, si queremos que el coeficiente de 2¥ sea cero, se debe cumplir la ecuacién anterior para n = 0, o sea:

2a0(04+8)(0+s—1) 4+ ag(0+ s) =0,

la cual, después de dividir entre ag (que nunca es cero) y reducir se convierte en

252 — 5= 0.

La anterior es la ecuacién indicial, que tiene como raices s1 =0y so = %, las cuales difieren por un nimero no
entero. Tenemos que para n > 1 se cumple que

2ap,(n+s)(n+s—1)+ap(n+s)+an_1 =0,
con lo cual obtenemos la férmula de recurrencia

an—1
(n+s)2(n+s)—1]
Sustituyendo algunos valores de n tenemos que

ap = —

- %
T T AT s+ 2s)
_ _ a1 _ ao
2T TR )B+2s) 1+8)2+s)(1+25)(3+2s)
an ag

a3:— = —

(34 5)(5+ 2s) (1+5)(245)(34s)(1+25)(3+2s)(5+2s)’
con los cuales podemos generalizar como sigue

ao
a, = (1) .
(=1) (1+s)2+s)...(n+5)(1+25)(3+2s)...2n + 25 — 1)
Si en la férmula anterior tomamos s = s; = 0 obtenemos la solucién

(,0) T z +ot
z(z,0) =a -— —
’ 0 1-171-2-1-3 1-2-3-1-3-5
In
1" e p
( )1-2-3...n-1-3-5...(2n—1)+ }
Si ahora tomamos s = sg = %, tenemos la segunda solucién
(«,0) {1 L a + }
2(z,0) =ap 41— T o+ (1) g

Finalmente, la solucién general es la suma de las dos soluciones anteriores, que se puede escribir en forma
mas compacta como

_ = _ n(zr)n 1/2 — _ nﬂ
o= A5 e S

siendo A y B constantes arbitrarias.
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5.2.2. Raices diferentes por un nimero entero

Si las raices de la ecuacion indicial difieren por un niimero entero, el procedimiento anterior
solo funciona para la raiz mayor, esto es, para s = S, segin veremos. Si s — s = r, de las
ecuaciones 5.21 tenemos que

f(s1+14) =i(—r+1) (5.22)

Flso+1d) =i(r+1i), (5.23)

y vemos que f(s;+14) = 0 para ¢ = r, mientras que f(ss+1) # 0 para cualquier entero positivo
7, de manera que el procedimiento solo sirve para encontrar una solucion.

Para encontrar una segunda solucién de la ecuacion considerada, usamos la relacion 5.19
antes de fijar el valor de s, con lo cual tenemos que

— ant® hi(s) . ha(s)
Z($7S) — o {1—|— f(s—l—l) f(3+1)f(8—|—2)x2 + ...+
hZ(S) i
T 0+t +} (5.24)

Sabemos por el método de construccion de aq, as,... que, si todos los términos de el lado
derecho estan bien definidos, deben cumplir la ecuacién
T2t a4(0)Z 4+ r(0)2 = af(s)a
r'— +xq(x)— +r(x)z = agf(s)x’.
dz? N 4 0
Esto es porque, como las ecuaciones 5.14 se satisfacen, los coeficientes de cada potencia de 2%
con ¢ > 1 se deben anular; y el coeficiente de z° es, por las ecuaciones 5.10 y 5.13, simplemente
ap f(s). Esta ecuacién se puede reescribir en la forma

1

2
{x2% + xq(x)% + r(:c)} z(xz,8) = aof(s)x’. (5.25)

Por desgracia, los términos en el lado derecho de la ecuacién 5.25 no estan definidos para
s = s1, dado que los denominadores se anulan para ¢ > r. Sin embargo, si multiplicamos z(z, )
por f(s+r) cancelamos el factor en los denominadores de los ltimos términos que se anulan
cuando s = s1. Y como f(s+7) = (s+r—s1)(s+r—s2) = (s+ 53 —251)(s — s1) simplemente
debemos también multiplicar por (s — s;). También, como este factor es independiente de z,
la ecuacién 5.25 toma la forma

{x27 + xq(:)s)% + r(x)} (s —s1)z(x,s) = ap(s — s1) f(s)z?

= ap(s — 51)*(s — s9)°%, (5.26)

usando la ecuacion 5.16.
Usando s = sg, tenemos
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2
{xz% + xq(x)% + r(x)} (s9 — s1)z(z,82) =0,
lo cual muestra que z(z, s9) es una solucién.

Similarmente, con s = s; tenemos [(s — $1)z(x, $)]s=s, como solucién. Sin embargo, resulta
que esta serie no es independiente de z(z, s3), sino que es un multiplo de ella. Esto se puede
ver como sigue. El factor s — s; cancela los ceros en el denominador para los términos con
t > r, pero dara ceros en el numerador para todos los términos con ¢ < r; entonces, la primera
potencia en la serie es simplemente z°'7" = x5, que es precisamente el primer término en
z(x, s2). Y como usamos la misma regla para calcular cualquier coeficiente en términos de los
precedentes en ambos casos, obtenemos la misma serie en ambos casos, salvo por una constante
multiplicativa.

Si derivamos ambos lados de la ecuacion 5.26 con respecto a s, obtenemos

(s na 4 [ 46— 02009 -

a0 |(5 = 5045 — ) 205 = s1)(s - 2l (527)

y vemos que el lado derecho de esta ecuacion es cero cuando s = sy, asi que debemos tener
[(d/ds)(s — s1)z(x, $)]s=s, como solucién de la ecuacién diferencial. Para verificar que esta se-
gunda solucion es linealmente independiente de la primera, es suficiente con calcular el wron-
skiano y observar que no se anula.

Esto implica que las soluciones linealmente independientes de la ecuacion dada son

[(s — s1)2(, 8)]s=s, (5.28)

[i(s — )2, s)] | (5.29)

ds s—s

Cuando las raices difieren por un niimero entero puede surgir otra situacién. Como f(s+i) =
0 para s = s; ei = r, puede suceder que h,.(s;) = 0. En este caso a, estd indeterminada (puesto
que tiene cero tanto en el numerador como en el denominador), asi que podemos usarla como
otra constante arbitraria, obteniendo asi las dos soluciones independientes de la primer serie.
Esto se vera en un ejemplo particular.

Ejemplo
Resolver la ecuacién

2*y" — 32y + (3 —2)y = 0.

Solucién

Suponiendo que
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o0 o0 o0
z= Z a2 = Z an(n+s)z" T 2 = Z(n +8)(n+s—1)a,z" 572
n=0 n=0 n=0

tenemos la ecuacién

o0 o0 o0 o0
Z an(n+s)(n+s—1)z"*t -3 Z an(n + s)z™*ts + 3 Z anpx" T — Z apx" st =0,
n=0

n=0 n=0 n=0

que al enfasar las series nos da

i an(n+s)(n+s—1)2"" -3 i an(n+ s)z"*t* +3 i anx™ e — i Q12" = 0.
n=1

n=0 n=0 n=0

Si queremos que el coeficiente de 2° sea cero, necesitamos que

ap(0+5)(0+s—1) — 3ag(0 + s) + 3ag =0,

la cual, al dividir entre ag y simplificar se convierte en

s2—4s4+3=0.

Esta es la ecuacién indicial, que tiene como raices a s; = 1 y so = 3. Estas raices difieren por un entero,
asi que necesitamos encontrar la solucién para s = so, y luego construir la segunda solucién en alguna de las
formas indicadas anteriormente.

Para n > 1 tenemos que se debe cumplir que

an(n+s—1)n+s—3)—ap—1 =0,
lo cual nos da la férmula de recurrencia
Ap—1
(n+s—1)(n+s—3)

En la ecuacién anterior se ve que todas las a,, para n > 1 han quedado bien determinadas, por lo cual la
segunda solucién se deberd hallar derivando con respecto a s la solucién z(x, s). Mientras tanto, demos algunos
valores a n, a fin de encontrar la primera solucién

Qp =

ao
s(s —2)’
@ — a _ ao

TG+ D)(s—1) s(s+D)(s—2)(s—1)
az ao
(s+2)s  s(s+1)(s+2)(s—2)(s—1)s’

y en general, para cualquier n tendremos

a1 =

az =

— @0
Cos(s+1D)(s+2)(s+n—1)(s—2)(s—1)s...(s +n —3)’

que nos da para z(z, s) la expresién

z(x, 8) = apz’® 1+i ll
’ 0 —s(s+1)(s+2).(s+n—1)(s=2)(s—1)(s..(s+n—3) |
La primera solucién linealmente independiente es [(s — 1)z(z, $)]s=1, esto es

St " St wn+1
(@) = “Oxnz:; 1-2.0(-1)-1-2..(n—2) ao; nl(n —2)!"
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Si ahora tomamos la derivada con respecto a s de (s — 1)z(z, s), y evaluamos para s = s; = 1, tendremos
la otra solucién buscada

(s~ 12t 5)] = ao (%Q {(s S Gk Y

s s(s —2)
7;2 s(s+1)(s+n—1)(s—2)s(s+1)...(s +n— 3)} +aor {1 + ds s(s—2) +

= . d 1
+;f Es(s+1)...(s+n_1)(5_2)s(s+1)...(s+n_3)}'

Para calcular la derivada que aparece dentro de la suma usaremos la férmula de derivacién logaritmica en
la forma siguiente. Llamemos al término a derivar g(s), calculemos su logaritmo y derivemos

d 1 d
Elng(s) = @59(5)7

asi que, despejando la derivada de ¢(s) en la ecuacién anterior, tenemos que

2 g(5) = g(s)mg(s).

Por lo tanto, para calcular la derivada es necesario calcular el logaritmo de g(s), que nos da
Ing(s)=—Ins—In(s+1)—In(s+2)...—In(s+n—1)—

—In(s —2)—Ins —In(s + 1)... — In(s + n — 3),

ahora derivemos esta expresion

dl () 2+ 2 T 2 n 1 n 1 n 1
—Ing(s)=—-<=
ds 9 s s+2 s+n—3 s—2 s+n—-2 s+n—-1]"

y evaluando en s = s; = 1 obtenemos

d 1 1 1 1 1
—1 =—q2(14+-+-+.. -1 —
[ds ng(s)]s_l {<+2+3+ +n—2> +n—1+n}
1 n—2
=—q—+—-1+2
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Entonces, con el resultado anterior y las derivadas de los otros términos, tendremos que la expresién
[£{(s = D)z(x,5)}],_, es igual a

00 n—2
1 1 1 1
ao(ln:v)yl(:v)—i—ao:v{l—x—i- E m(g-f—m—l—f—Q E E) x"}
n=2 ’ m=1

Finalmente, la solucién general es la suma de ambas soluciones encontradas.
Ejemplo
Resolver la ecuacién

(2 — 1)y" + 32y’ + zy = 0.

Solucién

Suponemos

oo o0
2= E a2 = E an(n+ s)z" 571,
n=0

n=0

2" = Z(n +8)(n+s—1)a,z" 72,

n=0

con lo cual tenemos la ecuacion

Zan(n—l— S)(n+ s — 1)I"+5 _ Zan(n+ S)(TL—I— 5 — 1)xn+572+

n=0 n=0

3 Z an(n+ s)z"t + Z apax" TSt =0,
n=0 n=0

que al enfasar las series nos da

Zan72(n+ s—2)(n+s— 3)In+572 _ Zan(n+ s)(n+s— 1)In+572+

n=2 n=0

o0 o0
+3 Z a/n72(n + s — 2)$n+572 =+ Z an,gx”JrS*Q =0.

n=2 n=3

Para que el coeficiente de z° sea cero, necesitamos que
ap(0+35)(0+s—1)=0,
que al dividir entre ag y simplificar nos da

s2—s5=0.

Esta es la ecuacion indicial, que tiene como raices s; = 0y sy = 1, y vemos que difieren por un nimero
no entero. También notamos que para n = 1 sé6lo hay un término, lo cual no permite determinar el valor de la
constante a; en términos de ag

a1(s+1)s =0,

lo que hace que podamos utilizar a a; como constante arbitraria para la segunda solucién linealmente
independiente. Para n = 2 tenemos que
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aps(s+2) —az(s+2)(s+1) =0,
mientras que para valores de n > 3 se cumple
ap—3+ an—2(s+n—2)—ap(s+n)(s+n—-1)=0,
lo cual nos lleva a la férmula de recurrencia

an—3 +n(n—2)a,_o

nin+1) » (n23),

Qp =

donde ya se ha sustituido s = s; = 0, puesto que s6lo necesitamos usar una relaciéon para fijar ambas soluciones.
Dando valores a n en las férmulas encontradas tenemos que

aQZOv
1
a3_6a0+2a1’
12
D DR
1
a5:§a0+§a1.

Finalmente, la solucién general es

1 1 1 1 3
y(x) =ap |1+ 6$3+ §x5+...} + a1 [x—i— §$3+ ﬁx‘l—i— §x5+... .

Notese que en este caso no es sencillo encontrar una forma més compacta para escribir la solucién, por lo
cual sélo escribimos los primeros términos de la serie correspondiente.

5.2.3. Raices iguales

El dltimo caso a considerar es cuando ambas raices de la ecuacién indicial son iguales, esto
es, s1 = Sg, y si utilizamos la ecuacién 5.25 (puesto que este caso es un caso particular del
anterior) obtenemos

dx

Si usamos s = s; veremos que el lado derecho vale cero, asi que z(z,s) es una solucion.
También, si derivamos ambos miembros de la ecuaciéon con respecto a s, obtenemos

{:)32% + a:(q(x)i + r(x)} 2(x,8) = ap(s — s1)%z’. (5.30)

(2 o v} [Lotes)] =

d
= qp [2(5 —s1)x’ + (s — 31)2d—xs} . (5.31)
s
Aqui nuevamente el lado derecho es cero cuando s = sy, asi que tenemos como solucion
[(d/ds)z(x, s)]|s=s,- Esta solucién es independiente de z(x,s) asi que, para este caso, las dos
soluciones son
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2(x, s1)

Ejemplo
Resolver la ecuacién

r(1—2)y" +(1 —2)y —y=0.

Solucién

oo o0
z= E anx" S 2 = E an(n + s)x™ 71
n=0

n=0
2" = Z(n +8)(n+s—1)a,z" T2
n=0

con lo cual tenemos la ecuacion

Z an(n+8)(n+s—1)z" 571 — Z an(n+s)(n+s—1)a" "+
n=0 n=0

+§ an(n + s)z" " L g an(n+ s)z" -
n=0

o0
— g anr" T =
n=0

enfasando las series obtenemos

0 00
Z an(n+s)(n+s— 1)zt~ - Z an_1(n+s—1)(n+s—2)z" 514
n=0 n=1

+ Z an(n + s)x" st — Z an_1(n+s— 1)zt 1

n=0 n=1

oo
- E ap_12" 57 = 0.
n=1

Para que el coeficiente de z° sea cero, necesitamos que
b

aps(s — 1) + aps =0,

que al dividir entre ag y simplificar nos da

2=0.

(5.32)

(5.33)

Esta es la ecuacién indicial, que tiene como raices s; = s5 = 0, asi que procederemos como se indicé antes.

Primero vamos a encontrar z(x, s). Cuando n > 1 tenemos
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an(s+n)? —an_1[(s +n—1)2+1],

lo que lleva a la férmula de recurrencia

[(s—i—n—l)Q—l—l].

an = Qp—1

(s +n)?
Si damos valores a n obtenemos
a; = a (82 _ 1)
1= 0o 5+ 1)2
o s+D2+1] 0 [P+ 1)(s+1)2+1]
TG T G2
ay— a2 I+ s + 1”4+ Ui(s +2)° + 1

(s +3)2

asi que para el caso general tenemos

(s4+1)2(s+2)%(s + 3)? ’

[s2+1[(s+1)2+1][(s+2)* +1]..[(s+n—1)* +1]
(s+1)2(s+2)2...(s+n)?

an = Qg

[

Con esta ecuacién, obtenemos para z(z, )

S FUs+ )2+ 1) [(s+n—1)2+1]
1+Z (s+1)%(s+2)%..(s+n)? *

z(x, s) = apz® ,

n=1

de donde obtenemos de inmediato la primer solucién

- i 112 +1]..[(n —1)2 + 1];cn

yi(z) = 2(x,0) = apz® 12922

n=1

o0

1-2-5-10-17..[(n — 1) +1
S Tl el

Para la segunda solucién necesitamos hallar disz(:c, s). Esto nos lleva a lo siguiente

d (2,5) = d .
dsz z,8) = ag dsx

+aox nzld_s[ (s+1)2(s +2)2...(s + n)? :|x ,

apx®

+

2+ )2+ 1) [(s+n—1)2+1]
1+nzl (s+1)2(s 1 2)2..(s +n)? *

y nuevamente tenemos que utilizar la técnica de derivacion logaritmica para el término dentro de la suma g(s),
que segun vimos antes, nos da la derivada en la forma

50(s) =~ ng(s).

Calculando el logaritmo natural de g(s) obtenemos

Ing(s) = Z In[(s +m—1)>+1] — Z In(s +m)?,

y su derivada es
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n

d " 2(s+m—1)
L= 3o et 5 2
1

m=1
- s+m—1
= 2 —
mz_l{(s—l—m—l)Q—i-l S—I—m}7
asi que
d 2[s2 +1]...[(s+n—1)2 " s+m—1 1
——g(s) = Z —— :
ds (s+1)%2..(s+n)? — (s+m—-12+1 s+m
Al evaluar en s = 0 la derivada anterior obtenemos
d 212+ 1)(22 + 1) [(n— 1)2 ~ 1
[dsg(S)L_O_ 12.22..n2 mZ:l —|—1 mf’

con lo cual tenemos que

112 +1][2%2 + 1]...[(n — 1)? + 1]
1+Z 12.22.32..n2

ya2(z) = {%z(:c,s)} aplnz

2:-1-2-5-10-17...[(n — 1)? -
+“OZ[ ()2 - ]Zm +1]

m=1

Finalmente, la solucién general es

y(z) = Ay1(z) + Byz().

Ejercicios
Resolver las ecuaciones siguientes usando el método de Frobenius

1. dzy’" +y —y=0

15...(4n+3)xn:|

R:iy(z)=A [1 + 2 mxn} + Ba®/ [1 + 2t W 3

2. zy'+(@x+1)y+y=0

Ri (@) = A [So2o(-)"Er] + B [z 0o (-1)" 8 - 20 S (1 + b+ + o+ 1) o

3. zy' -2y +y=0

s g (D (L g+ 5+t +ﬁ—ﬁ—ﬁ—%+%)}x"]

4. 9z(l—2z)y” — 12y +4y =0

R:y(z)=A [1 +30 1473717(3.”72)17"} +B [177/3 {1 + e 18011131146 ((33:;57)) In}

5. (1—a22)y" 4+ 22y +y=0

2 3
X x
T 5%t

10n+3) 2n+1

R ylo) = A 14+ T (gt bnt0 ] g [y 4y | (S

6. 2%y + (22 —32)y' + (4 —22)y =0
R: y(x):Ax2+B{ 2Ina 422>

1)’7l
n=1 nn’ "
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7. =22y 42y —y=0
2 4 00 2, 2.“ n— 2 n
R:y(z):AI+B{1+”§—!+ﬁ—I+Zn:3735(2512)! B)x}

8. 2%y — 3wy’ + (23 -5)y=0
RI y(l’) = A |:ZOO (_1)n+lmx3n—1:| + B |:1DCE . Z;:O:Q(—l)n+lm$3n_l + (E_1+

n=2
302 + 3h30® + (1) et (1= =2 (14 5+ 515 ) — 2Ly - L et

9. y'—2% —y=0

Riy(z) = A1+ 32° + 372" + 550° + #452° + 25507 + .|+ B [z + §2° + o' + 52° + 5552° + 55527 + -]

10. 22y +2zy + 2y =0
Ri (o) = A [ 202, S| + B |- e 00 Sy + 4 (1- S0, st (- )man )

conH,=2+-L 4+ . +1+1
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Tablas

Integrales

[senxzdx = —cosz + C

[ coszdr =senz + C

[sec? xdx =tgx + C

[ esc?xdx = ctg x + C
[secxtgxde = —sech z + C

[ esch xetg wdr = —csch x + C
[tgaxdx = —In(cosz) + C

[ ctg xdx = In(senz) + C

[ secxdr = In(secx + tgz) + C
[ escxdx = In(cscx — ctg ) + C
Ik ﬁdm = arcsenz + C

f—\/ﬁdx:arccosm—i-C
[ 5zde = arctgz + C
- 1+2dx—arcctga?—l—(]
fxmdx:arcsecijC
f—ﬁdzzarccso:ﬁ—l—C

Transformadas de Laplace

L{1} ==

L{t"} =
£er) =i,
E{tn at} W
L{senat} = 2+a2

L{cosat} = i

L{senh bt} = 5’5

L{coshbt} = 55

L{t"f()} = ()" 5= F(s)

L{u(t —a)f(t—a)} =e *F(s)
L{e"f(t)} = F(s —a)
L{(t—a)} =€

L{f'(t)} = sF(s) = f(0)

L{f"(t)} = s*F(s) = sf(0) = f'(0)
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Desarrollos en serie de algunas funciones

e“’”:1+x+£+§—?+...+%+.. =35

3 z° n—1 g2n—1 n—1 x2n—1
senr = x — 3, + 3 — ...+ (=1 l(gn—l _Zn o( 1) 1(2n—1)!
5[74 n :1,‘2n n x2n
cosx =1-— 2!+E_'“+(_1) Gt _Zn o(=1)" Gy
1n(1+x):$—x—2+x—3— +(—1)nx— = ()"

n—1
(1+ ) —1+ozx+°‘(°‘ Ua2 4 —1——0‘(0‘ I(L_(f)!"”) =l =
0o« a—n+2) n—
ano%x 1
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INTEGRACION DE
ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS

INTEGRACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ES
UN MATERIAL EDUCATIVO CUYO AUTOR HA CENTRADO EN LA
IDENTIFICACION Y RESOLUCION DE ESTE TIPO DE MODELOS
MATEMATICOS, PARA QUE “CUANDO AL ESTUDIANTE DE CIEN-
CIAS E INGENIERIAS SE LE PRESENTE UNA ECUACION, TENGA
TODOS LOS RECURSOS NECESARIOS PARA INTEGRARLA”.

EL TEXTO ANALIZA LOS TIPOS MAS SIMPLES DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS Y PRESENTA LA RESOLUCION DE
ECUACIONES DE MANERA CLARA Y COMPRENSIBLE. CONTEMPLA
EN SU CONTENIDO DEFINICIONES DE ECUACIONES, METODOS DE
INTEGRACION Y MODELOS MATEMATICOS, TODOS COMO BASE E
INSTRUMENTO PARA DESPUES ABORDAR OTRAS DISCIPLINAS
PROPIAS DE LA INGENIERIA.

A FIN DE LOGRAR QUE EL ESTUDIANTE IDENTIFIQUE RELACIONES
ENTRE ECUACIONES Y LOS MODELOS MATEMATICOS QUE
REPRESENTAN, SE HA HECHO HINCAPIE EN LA ABUNDANCIA DE
EJEMPLOS Y EJERCICIOS TOMADOS DE DIVERSOS APARTADOS DE
LA FiSICA, DONDE SE REFLEJA PRACTICAMENTE CUALQUIER
SITUACION DEL MUNDO REAL.

LA INTEGRACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ES UNA
PODEROSA HERRAMIENTA EN LA CONSTRUCCION DE MODELOS
MATEMATICOS PARA REPRESENTAR Y PREDECIR EL MUNDO
FiSICO; HERRAMIENTA QUE, A LA VEZ, DESARROLLARA EN EL
LECTOR UNA AMPLIA GAMA DE HABILIDADES, COMO LA OBSERVA-
CION, EL ANALISIS, LA EXPERIMENTACION Y LA CRITICIDAD, HABI-
LIDADES INDISPENSABLES EN EL PENSAMIENTO CIENTIFICO.
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