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Capitulo 1

Introduccion

La gran cantidad de patrones que se encuentran en la natu-
raleza ha atraido la atencion de la humanidad desde tiempos
inmemoriales. Se les puede observar en un amplio rango de esce-
narios naturales, tales como: formaciones estelares, granulacion
solar, formaciones nubosas, las dunas de las playas y desiertos,
las pieles de los animales, descargas en gases, copos de nieve,
colonias de bacterias, etc. En la figura 1.1 se encuentra una pe-
quena muestra de diversos patrones.

Una de las ecuaciones paradigmaticas para estudiar el proceso
de formaciéon de patrones periddicos con simetrias relativamente
"sencillas”, tipicamente bandas y hexagonos, es la ecuacion de
Swift-Hohenberg [1].

El objetivo principal de esta tesis es utilizar diversas gene-
ralizaciones de la ecuacion de Swift-Hohenberg para estudiar
patrones periddicos mas 'complejos’, los cuales también se ob-
servan en la naturaleza. En particular los patrones de simetria
dodecagonal (a veces llamados cuasipatrones, por analogia con
los cuasicristales), rectangular y cuadrada.

Una de las razones para estudiar este tipo de patrones es



(F)

Figura 1.1: Diversos patrones: A)Pielgs de animales. B) Galaxia. C) Patro-
nes generados en el laboratorio: convecciéon de Rayleigh Bénard, ondas de
Faraday, reacciones quimicas y patrones por medios granulares. D)Copo de
Nieve. E) Patrones de pasto. F) Arena del desierto. Tomados de [2]



Introduccion

que dentro del contexto de la materia condensada, aparecen una
gran variedad de fases cristalinas con simetrias cuadradas y rec-
tangulares (entre otras), por lo que quisiéramos contar con una
herramienta tedrica, que muestre una riqueza similar a la de
formacion de patrones no lineales.

En el segundo capitulo de esta tesis se presenta de forma
general lo que se entiende por formacion de patrones y cuales
son los principales procesos que los generan. Se muestran algunos
ejemplos. asi como algunas de las herramientas para su estudio.

En el tercer capitulo se estudiara con detalle la ecuacion de
Swift-Hohenberg en dos dimensiones para el caso de un patréon
de bandas; se deducira la ecuacion de amplitud y se realizard un
andlisis de tipo energético. Para propositos de comparacion,
también se resolvera numéricamente.

En el cuarto capitulo se presenta una generalizacion conoci-
da de la ecuacion de Swift-Hohenberg con tal de poder obtener
soluciones en forma de un patron de hexagonos. Para realizar
el analisis energético se deduce la ecuacion de amplitud, pero
ahora de una forma heuristica. Finalmente se resuelve numéri-
camente y se compara con la solucion de bandas, obteniéndose
los intervalos de estabilidad de ambos patrones.

En el quinto capitulo se utiliza el modelo de Swift-Hohenberg
generalizado con dos modos inestables (SHG con dos modos),
el cual admite otro tipo de soluciones, tales como cuadrados,
hexagonos asimétricos y sobre todo cuasipatrones, principalmen-
te dodecagonos. Aplicando las técnicas de los dos capitulos an-
teriores se encuentran resultados originales para la energia de
cuadrados y dodecagonos, y ésta ultima se compara con las so-
luciones de bandas y hexdgonos, determinandose los intervalos
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de estabilidad. Se contrastan los resultados con las soluciones
numéricas.

Con el propésito de obtener patrones rectangulares estables,
en el sexto capitulo se introduce un nuevo modelo de Swift-
Hohenberg extendido a tres modos inestables (SHG con tres
modos), en el cual los nimeros de onda inestables son: ¢ =
L =vV2 y ¢ =3 (o cualquier combinacién de la forma
0,92 Y G5 = ¢ + q3). Hasta donde tenemos informacién, éste es
el primer modelo de formacién de patrones rectangulares que se
ha propuesto. Se realiza el anélisis equivalente de los capitulos
anteriores y se compara con la solucién de bandas y hexdgonos.

En el séptimo capitulo se presentan las conclusiones v pers-
pectivas que se pueden continuar con nuestro trabajo.



Capitulo 2

Aspectos generales en la
formacion de patrones

Ademés de admirar la belleza, que indudablemente presenta,
la multitud de patrones que se forman en la naturaleza (ver la
figura 1.1 para una pequena muestra), los cientificos han tratado
de entender la dinamica de su formacion. Se han dado cuenta
que cuando, en un sistema, emerge espontaneamente un patron,
es generalmente porque se han cumplido diversas caracteristicas;
tales como [2]:

= Dindmica de conflictos entre procesos estabilizantes e ines-
tabilizantes.

El conflicto entre diversos procesos, ya sean biolégicos, quimi-
cos o fisicos, es, por asi decirlo, el motor de la formacion
de estructuras complejas. En general, cuando alguno de es-
tos procesos domina, desaparece cualquier tipo de forma y
lo que se tiene es un estado ya sea homogéneo o aleato-
rio; ambos sin estructura. Los patrones se encuentran en
algun punto entre los extremos que representan a sistemas
uniformes o muy desordenados.

b)



Hay una gran variedad de procesos que compiten para for-
mar dichas estructuras, por ejemplo: la difusién, reacciones
quimicas, fuerzas de friccién, la disipacién térmica, la ten-
sion superficial, gradientes de temperatura etc.

Rompimiento de la simetria.

Cuando un objeto, un sistema, una ecuacion, un fenémeno,

etc. se mantiene invariante con respecto a un grupo de

transformaciones especificas (reflexion, rotacion, translacién,
etc,) esto es, a sus simetria de grupo, se dice que tiene si-

metrias.

Cuando se habla de simetria rota. no significa que la si-
metrias se hayan perdido por completo. sino que ahora el
sistema (o lo que estemos considerando) tiene una simetria
menor. En términos de teoria de grupos dirfamos que la si-
metria de grupo inicial se rompe en uno de sus subgrupos.

El proceso de formacién de patrones es consecuencia del
rompimiento de la simetria, ya que éstos provienen de esta-
dos con mayor simetria, como por ejemplo de un estado uni-
forme; el cual es completamente simétrico. Generalmente se
produce el rompimiento cuando algiin pardmetro explicito
supera un valor critico.

En un proceso tipico el sistema se encuentra inicialmente en
un estado homogéneo, pero cuando algin parametro llega
a un valor critico, pierde estabilidad y surge el patrén. En
cuyo caso las ecuaciones simétricas, que describen un esta-
do simétrico admiten soluciones no simétricas 6 con menos
simetrias. A esto se le denomina rompimiento espontaneo
de la simetria.



Aspectos generales en la formacion de patrones

= Se encuentran fuera del equilibrio.

El equilibrio termodinamico es aquel en el que las variables
termodinamicas de un sistema permanecen constantes en
el tiempo y el espacio. En particular la entropia del sistema
alcanzé un maximo y la energia libre un minimo. Se dice
que el sistema se encuentra en su estado méds estable.

Por otro lado, en los sistemas fuera del equilibrio termo-
dinamico puede haber flujo de materia o energia del exte-
rior, por lo que se pueden generar estructuras donde la en-
tropia no sea maxima, sino que aun disminuya. En muchos
de éstos sistemas, es un parametro de control externo el que
hace que se encuentre fuera del equilibrio termodinamico.

Mostraremos a continuacién, de forma general, tres ejemplos
histéricos de formacion de patrones, donde se pueden apreciar
claramente estas caracteristicas [3], [4] y [5].

2.1. Conveccion de Rayleigh-Bénard

Es muy conocido el hecho de que cuando una capa de fluido es
calentada constantemente desde la parte de abajo, la energia se
transmite por conduccién. Pero si la diferencia de temperatura
entre la parte superior e inferior continia aumentando, dicho
mecanismo ya no es suficiente para transmitir la energia. Por lo
que se produce la conveccion (ver la figura 2.1a). En este ultimo
proceso el fluido con més temperatura se expande y sube, debido
a que disminuye su densidad; en la parte superior disminuye
su temperatura, se contrae y baja, repitiéndose todo el proceso
mientras se mantenga el flujo de calor externo.
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2.2 Patrones de Turing

Si el fluido es calentado, en la parte de abajo, uniformemente,
toda la capa inferior tendrd la misma temperatura y tenderd a
subir, mientras que toda la capa superior tenders a bajar. Estas
dos capas de fluidos no se pueden atravesar, por lo que el sistema
es forzado a romper su simetria y generar celdas de conveccién
(ahora llamadas de Bénard), en las cuales circula el fluido; pro-
duci¢ndose un patrén espacial que se mantiene, siempre que se
mantenga fija la diferencia de temperaturas entre la parte supe-
rior e inferior.

En 1916 Lord Rayleigh se dio cuenta que los factores impor-
tantes que determinan cuando se producen (o no) estos patrones
de conveccién, es debido a una competencia entre las fuerzas de
flotacion que estabilizan el fluido (dependientes principalmente
de la diferencia de temperaturas) y los fenémenos disipativos
estabilizantes (dependientes principalmente de la viscosidad y
difusién térmica del fluido).

Dependiendo del valor que tenga el cociente de los tiempos de
relajacion de los dos efectos, se pueden tener patrones de ban-
das, cuadrados hexdgonos, etcétera. Por esta razén al fenémeno
convectivo que se produce entre dos placas paralelas ahora se le
denomina conveccién de Rayleigh-Bénard.

En la figura 2.1 se presenta un diagrama esquemaético del
fenémeno de conveccion y un patrén observado en el laboratorio.
También puede verse la referencia [2] para mds informacién y
diversas variaciones del experimento de conveccion.

2.2. Patrones de Turing

En 1952 Alan Turing [6] publicé un articulo donde describia
una hipotética reaccion quimica en un sistema abierto, que podria,
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Aspectos generales en la formacion de patrones
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Figura 2.1: a) Diagrama del fenémeno de convecién de Rayleigh-Bénard. b)
Patrén de bandas observado desde arriba del sistema [2]

en una mezcla inicial uniforme de compuestos quimicos, produ-
cir un rompimiento de simetria y generar patrones espaciales
estables.

Turing consideré un proceso en el cual algin componente
quimico, digamos A, experimenta una reaccion autocatalitica;
generando mas de si mismo, de manera que la razén a la cual
A se genera depende de la cantidad de A presente. Por otro
lado, el compuesto A activa, de alguna forma, la formacion de
un compuesto B, el cual inhibe la formacion de A.

El elemento clave para obtener patrones es hacer que A y B
se difundan, a través del medio reactivo, con diferentes coeficien-
tes de difusion, por lo que el rango efectivo de sus respectivas
influencias seran diferentes. Si removemos los productos finales
de la reaccion v los sustituimos por nuevos reactantes, se puede
mantener el patron indefinidamente.

Todo este esquema representa un subgrupo de procesos de reac-
cion-difusion, que se denomina: sistemas de activacion-inhibicion.
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2.2 Patrones de Turing

Figura 2.2: Diferentes tipos de patrones de Turing en una reaccién quimica
CIMA, para detalles vea: [7].

Obtener estas estructuras de Turing en el laboratorio cons-
tituy6 un gran reto, fue hasta 1990 cuando el grupo de P. De
Kepper [7] hall6 la mancra de generarlos a partir de la reac-
cién CIMA(‘chlorite-iodide-malonic-acid reaction’) en un reactor
permanentemente alimentado con nuevos reactantes. Una de las
claves para lograr su aparicion fue que, a diferencia de los medios
acuosos que se habian empleado anteriormente, las reacciones se
llevaron a cabo en un gel cargado de moléculas de almidén. Me-
diante esta reaccién lograron reproducir patrones estacionarios
de bandas y hexdgonos.

En la figura 2.2 se presentan algunos de los patrones que se
obtienen por este mecanismo, y en la referencia [8] hay infor-
macién sobre nuevas reacciones y aplicaciones, sobre todo en
el estudio de la generacién de patrones de color en la piele de
animales.
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2.3. Ondas de Faraday

Casi setenta anos antes de de los experimentos de conveccion
térmica de Bénard, se realizo lo que podemos considerar el pri-
mer experimento sobre formacion de patrones. Este fue realizado
por Michael Faraday [9] en 1831.

Mediante un sencillo diseno, Faraday puso a vibrar vertical-
mente un recipiente con un fluido y encontré que para diversas
frecuencias se forman patrones de ondas estacionarias en la su-
perficie del liquido. El encontré que la frecuencia de vibracion
del liquido en el recipiente es la mitad de la vibracién impues-
ta al contenedor. Sin embargo en 1868, Matthiiessen obtuvo en
su experimento que las vibraciones del liquido eran sincroténi-
cas con las del recipiente. Esta discrepancia fue resuelta hasta
1954 cuando se realizé un analisis por medio de la ecuacion de
Mathieu encontrando que la capa de liquido se vuelve inestable
(pierde la simetria) cuando la frecuencia la vibracion es un multi-
plo entero de la mitad de la frecuencia natural de la vibracion
del liquido. Por lo tanto, lo que Faraday y Rayleigh observaron
fue una resonancia subarmonica y Matthiiessen una resonancia
sincrotonica.

En otras palabras: cuando aplicamos una fuerza vertical osci-
latoria a un fluido, si la aceleracion es baja, el fluido s6lo subira y
bajard, pero si la aceleracion producida por esta fuerza aumen-
ta y excede un cierto umbral, se produce una inestabilidad (pa-
ramétrica)que genera que la superficie plana rompa su simetria
y se generen ondas estacionarias.

Modificando la frecuencia de forzamiento, la amplitud, la vis-
cosidad del fluido y en un contenedor lo suficientemente amplio,
para evitar los efectos de frontera, se pueden encontrar, una gran
cantidad de patrones estacionarios.
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2.3 Ondas de Faraday

Figura 2.3: Diversos patrones de ondas de Faraday [4]: a) De bandas b)
cuadrados ¢) pentdgonos y d) dodecdgonos .

En la figura 2.3 se pueden observar diversos patrones de Fa-
raday.

Dos clases muy importante de patrones (en particular para
esta tesis) que se forman mediante este mecanismo son los pa-
trones cuadrados (figura 2.3b) y los denominados cuasipatrones,
por ejemplo los dodecagonos (figura 2.3d).

El modelo de multifrecuencias [10], usado en esta tesis repro-
duce adecuadamente muchos de estos patrones.
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2.4. Inestabilidades y bifurcaciones

Como ya mencionamos, en el proceso de formacién de pa-
trones de un sistema, es fundamental identificar cuando algun
parametro de control cruza un umbral critico, generando una
inestabilidad. Esta hace que cambie la estabilidad global del sis-
tema y se rompan algunas simetrias generando, de esta forma,
un patron.

En el caso de los patrones de Turing, dicha inestabilidad se
denomina inestabilidad difusiva o de Turing, para la conveccién
de Rayleigh se tiene la inestabilidad convectiva y para las ondas
de Faraday, la inestabilidad paramétrica.

Una clase importante de inestabilidades globales son las bi-
furcaciones, las cuales se pueden interpretar, matematicamente
hablando, como un cambio en la topologia del espacio fase del
sistema. La bifurcacién se produce cuando el parametro de con-
trol (que llamaremos e de ahora en adelante) supera un valor
critico (e, = 0, para los ejemplos siguientes) y se produce un
rompimiento espontaneo de la simetria.

Hay muchos tipos de bifurcaciones, por ejemplo la de ‘silla-
nodo’, la de Hopf y la de ‘tenedor’ son las mas comunes.

Considerando una variable A real, la cual describiria el es-
tado asintético de un sistema dado, en la figura 2.4A se pre-
senta el diagrama de bifurcaciéon para una ‘silla-nodo”’, en la
cual aparecen ademds de la solucién inicial simétrica (A = 0)
dos soluciones estacionarias, una estable y otra inestable. Tam-
bién se muestra en la figura 2.4B una bifurcacion de 'tenedor’
supercritica, donde una solucién trivial (A = 0) pierde su esta-
bilidad y aparecen, para € > 0 otros dos estados estacionarios .
Y finalmente en 2.4C se ejemplifica la bifurcacion de Hopf su-
percritica, donde una solucion estable se convierte en un ciclo

13



2.5 Ecuaciones modelo

AA A AA

Figura 2.4: Diagramas de bifurcacién. A) Sillanodo. B) De tenedor supercriti-
ca y C) De Hopf supercritica. Las lineas continuas representan soluciones
estables y las discontinuas, inestables.

limite (A = A(t), con A(t) una funcién periédica).

Para un analisis mas general sobre bifurcaciones se puede ver
por ejemplo el libro de Guckenheimer and Holmes [11].

Muchas de las bifurcaciones que forman patrones son su-
percriticas, y se pueden observar en patrones de Turing, en la
conveccién y en ondas de Faraday. Es importante insistir que
esto no es una regla, hay algunos sistema que forman patrones
por medio de bifurcaciones subcriticas. tal es el caso de la coexis-
tencia entre patrones convectivos concéntricos y de espiral [3] o
como veremos mas adelante, de hexdagonos y estados uniformes.

2.5. Ecuaciones modelo

Quizas uno de los aspectos mas fascinantes de la formacién de
patrones es que fenomenoldgicamente se generan el mismo tipo
de patrones en muchos sistemas diferentes. Sin importar que se
trate de un sistema fisico, quimico 6 biolégico, se encuentra que
tienen formas y dindmica muy similares.

En la figura 2.5 se muestran tres diferentes sistemas, en los
cuales se producen los mismos tipos de patrones: de bandas y
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hexdgonos. El primero es un sistema donde se produce la reac-
cién quimica que da lugar a patrones de Turing. También se
muestran dos patrones de descargas en gases y finalmente, los
patrones que se producen en la conveccion de Rayleigh-Bénard.

Es importante aclarar que cuando se dice que tienen una
dindmica similar, nos referimos a la dinamica cerca del umbral
de la inestabilidad. En otras palabras, lo que decimos es que
aun cuando los mecanismos de las inestabilidades son peculia-
res para cada sistema, su dindmica es similar. Por lo tanto una
descripcion apropiada serda determinada principalmente por las
simetrias del problema y la naturaleza de la bifurcacion (6 bi-
furcaciones, ya que pueden ser varias) que se genere.

Gracias a esta generidad se ha propuesto un conjunto de ecua-
ciones modelo que no son tan complejas como las ecuaciones
fisicas completas de un sistema en particular, pero cubren los
perfiles generales y, sobre todo, la universalidad de muchos sis-
temas que forman patrones.

Se puede revisar el articulo de Cross y Hohemberg [13] y las
referencias que ahi se senalan, para una discusion detallada de
estas ecuaciones.

A continuacion se dara un breve resumen de algunas de estas
ecuaclones:

= Ecuacion de Ginsburg-Landau compleja:

OA=€eA+ (1+4ia)d?,A— (1+i8)3]|A2A. (2.1)

Es ésta una ecuacién genérica para la amplitud (A) de una
modulacion (o patrén), se utiliza en sistemas espacialmente
extendidos que presentan una bifurcacion de Hopf.



2.5 Ecuaciones modelo
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Figura 2.5: Tres sistemas en los cuales se producen patrones de bandas y
hexdgonos. A)Patrones quimicos de Turing. B) Patrén de descarga en un
gas. C) Patrén de conveccién de Rayleigh-Bénard. Imagen tomada de [12].

Es de gran interés debido a su generidad y se ha vuel-
to el paradigma para estudiar transiciones a caos espacio-
temporal. Tiene amplias aplicaciones en diversos sistemas
fisicos, quimicos y bioldgicos; tales como: 6ptica no lineal,
dindmica de poblaciones de bacterias, condensacion de Bose-
Einstein, superconductividad, etcétera.

» Bcuacion de Swift-Hohenberg:
Onh = ey — (q; + &)y — 9. (2.2)

Donde #(x,t) es un campo real. Que podria ser, en el ca-
so de la conveccion de Bénard, la velocidad vertical con
respecto al plano medio.

Debido a la complejidad de utilizar la ecuacién de Navier-
Stokes para estudiar patrones en fluidos, en particular los

16



Aspectos generales en la formacion de patrones

que se producen en la conveccion de Rayleigh-Bénard, se
buscé una ecuacién que capturara los perfiles bésicos y fue-
ra mas facil de resolver. Asi es como nacié esta ecuacion.
Actualmente se le utiliza ampliamente, no solo en fendme-
nos convectivos.

Una de sus caracteristicas es que presenta bifurcacion de
tipo tenedor, como veremos en el analisis mas detallado del
siguiente capitulo.

El trabajo principal de esta tesis se basa en esta ecuacion.

» Ecuacion de Kuramoto-Sivashinsky:
Op) = —etp — 021h — Oh — Y. (2.3)

Esta es una de las més simples ecuaciones diferenciales par-
ciales no lineales que exhibe caos espaciotemporal. En 1976
Kuramoto dedujo esta ecuacién y la utilizé, en una dimen-
sion espacial, para el estudio de la fase turbulenta que se
manifiesta en la reaccién de Belusov-Zhabotinsky. En for-
ma independiente Sivashinsky la obtuvo en el contexto de
frentes laminares.

Considerando diversas geometrias y variando las condicio-
nes de frontera, se ha obtenido una gran cantidad de ines-
tabilidades dindamicas que producen diferentes patrones. Su
estudio sigue siendo motivo de amplias investigaciones.

» Ecuaciones de Reaccién-Difusion

Oiu = Dyu+ F(u,v)
dyu Dyv + G(u,v) (2.4)

I
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2.5 Ecuaciones modelo

Donde:F'(u,v), G(u, v) son dos funciones que representan la
cinética de la reacciéon del sistema en consideracién, D, D,
son los coeficientes de difusion.

Asi como las ecuaciones de Navier-Stokes constituyen el
modelo estandar para estudiar los fluidos clasicos, las ecua-
ciones de reaccién-difusion caracterizan la dindmica espacio-
temporal de un sistema en el cual las moléculas experimen-
tan transformaciones quimicas y estan sujetas a un mo-
vimiento térmico. Se pueden producir muchos regimenes
dinamicos, e incluso caos espacio-temporal, dependiendo de

FydG.

Esta ecuacion es muy general, tiene una gran cantidad de
aplicaciones, se le utiliza para modelar fenémenos tales co-
mo: conduccién de pulsos eléctricos en los nervios, reac-
cilones quimicas oscilantes; morfogénesis, sistemas presa-
depredador,... etc.

A diferencia de la de Swift-Hohenberg y Ginsburg-Landau
real (con @ = 3 = 0 en la ecuacién 2.1), esta ecuacién no
se puede obtener a partir de un funcional de Liapunov F'.
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Capitulo 3

Ecuacién de Swift-Hohenberg

Como ya se mencioné en la introduccion, la ecuacién mode-
lo de Swift-Hohenberg nacié para poder estudiar de forma mas
simple diversos fenomenos de formacion de patrones que se pro-
ducen en los fluidos. en particular en el fenémeno de convecciéon
de Rayleigh-Bénard. En la siguiente seccion mostraremos como
un sencillo analisis lineal, indicara la posibilidad de que se pro-
duzcan patrones periddicos.

Sin embargo para poder tener mas informacion sobre el ti-
po de patrén que se genere, como por ejemplo su amplitud, se
requerira un analisis mas detallado, el cual se hara mas adelante.

La ccuacion de Swift-Hohenberg para 1, un campo real, esta
dada por:

Op = ep — (¢ + V) — o> (3.1)

Algunas propiedades generales de en esta ecuacion son:

= Es invariante bajo translaciones:

Si se sustituye « por x + a, la ecuacion no se altera, debido
a que el operador tiene coeficientes constantes.
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3.1 Analisis lineal

» Es invariante bajo reflexiones:

Si sustituyo  por —z tampoco se altera, ya que no hay
derivadas espaciales impares.

» Es invariante ante rotaciones:

El operador V? es invariante con respecto a las rotaciones.

» Se puede obtener a partir de una funcional de Liapunov:

OF
o =35, (3.2)

Donde ¢ representa la derivada funcional de Fréchet.

En una dimensién, F' esta dada por:

Fly| = %/{[@i +a 0P — e + %w‘l} & (33)

Mas adelante se dara una interpretacioén fisica de esta pro-
piedad.

3.1. Analisis lineal

Sin perdida de generalidad consideraremos la ecuacién de
Swift-Hohenberg en una dimension:

Op(x,t) = e(z,t) — (q; + 02)*Y(x,t) — ¢ (x, 1) (3.4)

Una solucion estacionaria y uniforme (solucién ‘trivial’) es:

= hp =0.
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Ecuacion de Swift-Hohenberg

. Qué podemos decir de su estabilidad?.

Para responder lo anterior lo que haremos es perturbar la solu-
cion base () y observar cémo evoluciona.

Considérese la perturbacion:

0p = — Yy

Es importante tener en cuenta que esta perturbacion debe
ser solucion de la ecuacion de Swift-Hohenberg, de hecho seria
una solucion particular.

Sustituyendo en la ecuacion (3.4) , se tiene:

00 = e(ihy + o) — (¢% + 02)2 (o + 5) — (o + I)?
= etho — (@2 + 0p)*ho — U + €0 — (¢ + 02)*00
— 3Y50u + O((6%)?)
~ (6= (g +0x)") = 3o)dy = T[]
Donde sélo se han considerado perturbaciones ‘pequenas’ (de

primer orden).
En particular, para la solucion ¢y = 0, queda:

O = (€ — (qz + 0:)") 0. (3.5)
Obsérvese que finalmente lo que se ha despreciado es el término

3.

Como el Jacobiano J es un operador diferencial lineal con
coeficientes constantes, sus funciones propias son modos de Fou-
rier (ver el apéndice A), y por lo tanto la solucién particular de
la ecuacion diferencial parcial linealizada (3.5) es:
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3.1 Analisis lineal

op = A, (0)e% " (3.6)

Con 0, = € — (¢* — ¢*)?, denominada razén de crecimiento.

De donde deducimos que:

» Sie<0, 0,<0 Vg = 1y=0 es estable ante todas
las perturbaciones pequenas (dv(t,z) — 0 cuando t — 00).

= Sie>0, o0,>0,para algunos gy cercanos a q. = ¥y = 0
es inestable.

Por lo tanto las inestabilidades con niumero de onda finito (cer-
canos a ¢ = ¢.) propician la aparicién de patrones periédicos
cuando e < 0.

Si se grafica la razén de crecimiento o, con respecto al niime-
ro de onda ¢, para diferentes valores de e¢ (ver la figura 3.1),
encontramos que cuando € < 0, todos los modos se estabilizan
(0, <0, €% — 0) y el sistema se vuelve homogéneo, sin es-
tructura (1) — 0, cuando t — 00).

Para ¢ = 0, no todos los modos son estables, hay un modo
que tiene estabilidad neutra. Pero para 0 < € < 1, aparece toda
una banda de modos inestables alrededor de un niimero de onda

critico g,
Vi — Ve<g<yg+ e

Estos modos crecen exponencialmente y se saturan a tiempos
largos, debido al término estabilizante —1%, generando la for-
macion de patrones estacionarios con numero onda critico igual
0 cercano a q..
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Ecuacion de Swift-Hohenberg

()

A

£<0

Figura 3.1: Razdn de crecimiento para distintos valores de «.

Como se puede ver, este analisis predice la formacién de so-
luciones espacialmente moduladas (patrones). pero no va mas
alla; para poder responder méas preguntas, es necesario hacer un
analisis no lineal.

3.2. Analisis débilmente no lineal

Un procedimiento comun en el andlisis tedrico de sistemas
que forman patrones es reducir la dimension del sistema, di-
ferenciando para ello los modos dinamicamente activos: los que
crecen O estan en estado neutro, de los pasivos, los cuales decaen
rapidamente.

Esta separaciéon nos muestra que la dinamica cerca del um-
bral de la inestabilidad (donde se produce la bifurcacion) es
dominada principalmente por los modos activos; debido a que
tienen una evolucion lenta en el tiempo, mientras que los modos
pasivos, decaen rapidamente.
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3.2 Analisis débilmente no lineal

Cuando el sistema es espacialmente extendido, el comporta-
miento de los modos activos se puede estudiar considerando sus
amplitudes, que son como envolventes de las variaciones rapidas
del patréon. La dindmica (lenta) de estas envolventes es deter-
minada por un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales
conocidas como ecuaciones de amplitud, siendo pioneros en su
investigacién Newell y Whitehead [14].!

Las ecuaciones de amplitud se han vuelto una importante
herramienta en el estudio de formacion de patrones fuera del
equilibrio y se han aplicado, exitosamente, en una gran cantidad
de sistemas en diversas areas de investigacion [4].

Uno de los métodos para obtener las ecuaciones de amplitud
es por medio de la teoria débilmente no lineal, la cual consiste,
en este caso, en suponer que la solucion estacionaria de la ecua-
cién de Swift-Hohenberg, esta formada por el producto de una
amplitud y una funcién perioédica:

N . .
Wz, y,t) = Y AT 4 Ae T, (3.7)
n=1

Donde |k,| = ¢. y N indica la simetria del patrén. Si N = 1
tenemos bandas, para N = 2 (y k; L ky) cuadrados, para N = 3
(v ki +ko+ks = 0) hexdgonos , etc. La barra arriba de A,, indica
que es el complejo conjugado (recuérdese que ¢ es real).

Suponemos también que podemos expandir la solucién como
una serie de potencias del parametro |e —¢.|, de tal forma que al
sustituir en la ecuacion (3.1), tendremos una jerarquia de ecua-
ciones, equivalentes a la ecuacién original, las cuales describen
la evolucion espacio temporal de la solucién.

'Para mas detalles puede ver [3).
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3.3. Ecuacién de amplitud para la fase de ban-
das

Sin perder generalidad consideraremos la ecuacién de Swift-
Hohenberg en dos dimensiones:

Op = et — (g° + V)2 — . (3.8)

Supongase que tenemos soluciones que forman un patron de
bandas, orientadas a lo largo del eje y:

Y= A(X,Y,T)e"" + A(X,Y, T)e ", (3.9)

Donde X, Y, T son las variables ‘lentas’, las cuales inicamente
aparecen en las amplitudes.

Para ver como estan relacionadas éstas variables lentas con
las rapidas (z,y, t), recordemos que en la figura 3.1, del analisis
lineal, encontramos que s6lo numeros de onda en una banda
centrada en ¢, y de ancho ~ /e crecen. Por lo que dada la
relacién o, = ¢ — (¢? — ¢*)?, la relacién entre las variables lentas
y rapidas esta dada por 2:

X =€z, Y=y T=e¢t

Usando la regla de la cadena para derivar las variables lentas,
encontramos:

8t — G@T. aa, — (?l. + el/an ay, — ay == 61/45}1

2Un analisis completo se encuentra en:[3)
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3.3 Ecuacion de amplitud para la fase de bandas

De donde:

(2 + V2?2 = (2 + ¢ +2120,0x + 0% + €70}
= L? +€'/%(40,0x + 20%)L
+ €{2L0 + (20,0x + 0%)*}
+ €/2{40,0% + 2020%}. (3.10)

Por conveniencia se ha sustituido L = (‘9;% + qf

Si ahora proponemos que la solucién de (3.8) se puede expan-
dir como una serie de potencias de €!/2:

Y= 61/2151/2 + €'y + 63/2’1/)3/2 + 'y + ..

Si se sustituye esta expansion y el operador (3.10) en la ecua-
cién (3.8), lo que tenemos es la ecuacién de Swift-Hohenberg
desglosada en un conjunto de ecuaciones jerarquicas de diversos
ordenes de ¢'/2:

= Para el orden més bajo, O(e!/?) :

‘Ccd)l/Q = 0 (311)

Como el operador lineal £. = (¢> + 9,)? solo actiia sobre las
variables rapidas, la solucion mads simple que se tiene es:

,L/)I/Q = AO(Xa Yv T)eich + Z0(‘)(, Y7 T)c_iqcx (312)

Esta ecuacién justifica la eleccién de la solucién inicial pro-
puesta (3.9).

» Para el orden O(el)

Lo = —(40,0x + 2(‘33/)[/1”1/2 (3.13)
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Pero como:

Lpnyy = (95 +q)[Ao(X. T)e"" + Ag(X, T)e "]
= A(X, Y, T)(q: — @)™ +A(X, Y, T) (g} — go)e
= 0
Se tiene que:
L =0 (3.14)

Esta ecuacién para 1 es la misma que para v, ,9, por lo que
podemos elegir como soluciéon ¢, = 0.

Ahora veamos qué sucede en el siguiente orden:
= Para el orden O(¢%/?)

Lepzy = —(0r — 1)v;/9(40,0x + 20y ) Ly
— (20_18)( + 0;2/)27/)1/2 — l/)i]}/2
= [L— Or — (20,0x + 0y )*J¢1j2 — ¥} o(3.15)

Esta ultima ecuacion se puede escribir como:

EC,(/).?)/Q — L:’l/)l/2 == 1/);13/2 (3.16)

Donde: £, = (¢ +9,)> y L = 1 — Op — (2iq.0x + 9%)? son
operadores lineales.

La ecuacién (3.16) tendrd solucion para 139, siempre y cuan-
do se cumpla:

l‘+/\0 —iq.x'
[ — Bale " it = 0, (3.17)

T

con g = 2m/q..



3.3 Ecuacion de amplitud para la fase de bandas

A la relacién anterior se le denomina: condicién de solubilidad
de Fredholm (ver apéndice B), y lo que significa es que el lado
derecho de (3.16) no puede oscilar como e*%* debido a que éstas
son soluciones de L.(¢) = 0. Si no se cumpliera, significaria que
tendriamos soluciones resonantes (¢ = c0).

Utilizando la solucién que encontramos para vy, (3.12), se
tiene:

ﬁ’l/dl/Q@_iqcml = LA+ LA e
,l/)i")/:ze*iqcl‘ - A?/Qe%chj + Z:13/26~4QCI + 3|A1/2|2A1/2
+ 3|A1/2]221/26—2iq01‘

Sustituyendo en la integral (3.17):

l‘—*}-)\() — —9%a.1!

L = 3lAval) Ava + (£ — 3] Ay o)Ay ppe 20
A3 et — A} e |y = 0, (3.18)
Como las amplitudes A; /5 y A; /2 s0lo dependen de las varia-
bles lentas y no de ', los términos que tengan un factor oscilante
Mt con m entero, en (3.18) se integran a cero (se les denomina
no resonantes). Para que se satisfaga la igualdad en la ecuacién
anterior, los términos que quedan, llamados resonantes, se tienen

que anular:

e

(£ — 3|A1/2|2)A1/2 =0

Esto nos da la ecuacion para la amplitud que queremos:

57‘141/2 = Al/? - (21chX + 832/)2141/2 - 3[/4]/2‘2/41/2. (319)
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Regresando a las variables originales:

T = e

X = z4/e

Y = ye%

A(z,t) = Ay + O(¥?).
Se tiene finalmente:
) 2
o= el (ax = -2—a§> A—3lAPA. (3.20)

4c

Esta ecuacion es del tipo Ginzburg-Landau, y fue obtenida
por primera vez por Newell-Whitehead [14] y Segel [15].

3.3.1. Analisis de estabilidad
Las soluciones uniformes y estacionarias de la ecuacién (3.20)
se obtienen haciendo: J; = 0, = 9, = 0, quedando:
eA—3|APA=0

De donde se obtienen:

m Ag=0,Ve y |Ag| =/¢/3,sie>0

Estas soluciones corresponden a un estado homogéneo y a
un patrén de bandas con amplitud m y frecuencia g.. Ambos
estados parecen coexistir, pero para € > 0 la soluciéon ¢ = 0
es inestable. Por lo tanto el sistema seleccionard el patréon de
bandas.
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3.4 Analisis energético

Esta ultima afirmacion la podemos comprobar por medio de
un analisis de estabilidad de la ecuacién (3.20), para lo cual per-
turbamos la solucion estacionaria no lineal con una perturbacién
uniforme 0 A(t) y observamos cémo evoluciona:

Sea A(t) = Ay + 0A(t), con [dA(t)| << 1, sustituyendo en
(3.20) encontramos (a primer orden en §A):

8i6A = €(Ag+0A) — 3(Ag + JA)®

e5A — 9AZA + ...
= 5A(e — 942

Q

De donde: 6A = ce(f“gAg)t, con ¢ una constante.
Por lo tanto, para ¢ > 0:

= Ay =0, se tiene que I A = ce*!

que es inestable.

— 00 cuando t — oo, por lo

» Ay = \/¢/3 se tiene que A = ce ! — (0 cuando t — oo,
por lo que es estable.

Lo anterior se resume en un diagrama de bifurcacién para la
amplitud, (ver la figura 3.2), en la cual se tiene una bifurcacién
supercritica, que manifiesta la presencia del patrén de bandas
estable.

3.4. Analisis energético

En los sistemas que forman patrones no podemos, en gene-
ral, definir una energia libre cuyo valor minimo determinaria
la solucién a tiempos grandes. Sin embargo, para la ecuacién de
Swift-Hohenberg podemos encontrar una funcional de Lyapunov
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Figura 3.2: Diagrama de bifurcacién para la amplitud, obtenida mediante
un analisis débilmente no lineal. La linea continua indica estabilidad y la
discontinua inestabilidad. Obsérvese que es supercritica.

F' que se comporta como una energia libre, esto es: F' no crece
cuando el sistema evoluciona y la dinamica del sistema tiende a
llevar a las soluciones hacia un minimo de F'.

Para ser mas especificos, anteriormente se senal6 que:

tp = —— 2
()t‘j} 6"”7 (3 ]‘)

con 1 1
Fivl =5 [{[2+af' 9 - s + 50t} do

La evolucion de F' es decreciente ya que:

dF SF O o\ 2
— = | ——dzx = — <—> dr < 0. B.a
dt / 5 Ot / ot - 8-22)

Obtener la evolucién temporal de ¢ a partir de la funcional
de Lyapunov es una tarea complicada, pero lo importante es que
tendremos un patrén estacionario en cada minimo del funcional
de energia, los cuales podrian ser cualitativamente diferentes;
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3.4 Analisis energético

esto es, algunos podrian ser periddicos, otros cuasiperiodicos.
etc.

Esta misma propiedad se extiende a la ecuacion de amplitud
(3.20):

0A OF
o 2
ot 6A’ (3.23)
Ahora con ' = F(A, A), donde A y A se pueden considerar
variables independientes:

Fes /'d;L'dy [—6|A|2 +3/2|A* - ’<0x ~

1
) A
2qc
Es importante volver a mencionar que el que exista esta fun-
cién de energia no es la regla, sino un caso particular.

1. (3.24)

3.4.1. Analisis energético para bandas

En la seccién anterior mostramos que la solucién general de
un patréon de bandas es (3.9), en la cual la amplitud que nos
proporciona la solucion estacionaria y uniforme se obticne de

(3.20), y esta dada por:
eA—3|APA=0 (3.25)

De donde, sin tomar en cuenta la solucién trivial, se obtiene:

A = @ (3.26)

Esta solucién corresponde a un patrén perfectamente orde-
nado (0; A = J,A = 0). En cuyo caso la ecuacién para la energia
(3.24) se reduce a:
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0.2“

-024
-0.4
-06
-084

-1.0-

Figura 3.3: Funcional de energia para un patron de bandas.

< -
F:dAP+§MP. (3.27)
Donde ahora I’ representa una energia por unidad de érea.

Observa que se sigue cumpliendo la ecuacion (3.23):

OF OF . 3 .,
= eA—3(AA)A
oA
ot

Sustituyendo la soluciéon no trivial estacionaria y uniforme
|A| = /¢/3 en (3.27), obtenemos la energia libre por unidad de
area correspondiente a un patréon de bandas:

2

F=—c (3.28)

En la figura 3.3 se grafica esta relacion, ahi podemos ver que
la energia disminuye cuando € aumenta.
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3.5. Soluciéon numérica

En esta seccion resolveremos de forma numérica la ecuacion
de Swift-Hohenberg en dos dimensiones, con condiciones inicia-
les aleatorias y de frontera periodicas. Para ello utilizaremos una
técnica pseudo-espectral y de tipo ‘predictor-corrector’, desarro-
llada por Cross et al. en 1997 [16].

Con este propédsito se discretizéd el espacio en una malla de
256 x 256 puntos, con paso espacial (dz) de 0.5 y temporal dt =
de 0.1, el mamero de onda critico fue de ¢. = 1. En el apéndice
D se muestra la deduccién del algoritmo y en E, el programa en
FORTRAN utilizado.

En cada corrida tipicamente se realizaron de 1000 a 5000
iteraciones temporales. El tiempo de mdquina, en una Pentium
3, fue de entre 2 y 8 minutos.

En la figura 3.4 se presentan los resultados de la solucién
numeérica para la ecuacién de Swift-Hohenberg, cada punto re-
presenta el patrén resultante (solucién de la ecuacién) con res-
pecto a un valor de . Como puede observarse, lo que se obtiene
es un palron de bandas para los valores de ¢ > 0 considerados
aquli.

Nétese que en algunos casos las bandas no son rectas, esto
no modifica las conclusiones, ya que siguen siendo bandas, pero
es 1mportante senalar que para el método numérico se consi-
der¢d la ecuacion de Swift-Hohenberg con un factor ¢, como lo
propusieron Lifshitz y Petrich en 1997 [10]:

oY = e — (@ + V)% — 2. (3.29)
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Seluciones Numéricas

Figura 3.4: Resultados numéricos para la ecuacién de Swift-Hohenberg con
condiciones iniciales aleatorias. Cada punto representa una solucién numeérica
(un patrén) de la ecuacion, para el valor de ¢ correspondiente. El color negro
corresponde a valores de v¥» > 0 y el blanco a ¢ < 0.

Un factor ¢ grande hace que se eliminen muchos modos ines-
tables, quedando unos pocos cercanos a q.. Por lo que el patron
final se obtiene mas rapido (en menos iteraciones alcanza un
estado de equilibrio) y es més ‘limpio’.Sera importante conside-
rar esto, sobre todo cuando € sea grande y, como se vera en los
siguientes capitulos, cuando tengamos varios modos criticos.

En la figura 3.5 se muestra el efecto de dicho factor ¢, obsérve-
se que se siguen obteniendo bandas, no se modifica la fenome-
nologia del patron.



3.5 Solucion numérica

Razon de crecimiento ce=03c=10

Razoén de crecimiento €e=10ec=1 c=1,0c=10

Figura 3.5: Influencia del factor ¢ en los patrones resultantes. Obsérvese que
no se modifica la fenomenologia del patrén.
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Capitulo 4

Ecuacién de Swift-Hohenberg
generalizada

Como mencionamos en la introduccién de esta tesis, en la con-
veccion de Rayleigh-Bénard no solamente se observan patrones
de bandas, sino que bajo ciertas condiciones se obtienen patro-
nes hexagonales. La ecuacién de Swift-Hohenberg (3.4) admite
este tipo de soluciones, y combinaciones de ellas (cuadrados,
hexdgonos, etcétera.). pero son inestables (ver [3]); las bandas
son las tinicas estables.

Por esta razon, para que el modelo de Swift-Hohenberg pueda
tener mas soluciones estables, se le tienen que adicionar mas
términos no lineales en ¢ y en sus derivadas.

El término mas simple que podemos agregarle y que produ-
cirfa soluciones hexagonales (por ejemplo) es: gi»? con g > 0,
por lo que la ecuacion queda:

b = e — (g2 + V)2 + gv* — o°. (4.1)

Es comiin nombrar a esta ecuacion como: ecuacion de Swift-
Hohenberg Generalizada (ecuacion de SHG).
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4.1 Ecuacion de amplitud para la fase hexagonal

4.1. Ecuacién de amplitud para la fase hexa-
gonal

Para obtener las ecuaciones de amplitud que reflejan estas
soluciones, utilizaremos un analisis heuristico, el método formal
es semejante al presentado en la seccién 3.3, y se puede encontrar
en la referencia [5].

Supongamos que la solucién de la ecuacién de SHG es un
patron de hexagonos:

P = A1’ U™ 4 Age’®* 4 Age'B* 4 C.C. (4.2)
Con qi+q2+q3 = 0, y C.C. representa el complejo conjugado.

En la figura 4.1 se muestran las tres direcciones de las ondas
planas que generan el enramado hexagonal; nétese que la coor-
denada z; estda alineada con q;, y la coordenada v; tiene di-
reccion perpendicular. Los vectores punteados representan las
direcciénes de los términos complejos conjugados.

Si sustituimos (4.2) en (4.1), se multiplicaran las amplitudes
debido a los términos no lineales. Es decir, se sumaran las q;.

Obsérvese en la figura 4.1 que los vectores q; se pueden ob-
tener de la siguiente forma :

Q1 = —q2 — Q3
dq2 = —q3 —q
a3 = —q1 — Q2

Ademas de las identidades:
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qs

Figura 4.1: Diagrama de los vectores que generan una fase hexagonal, nétese
que entre cada par de ellos forman un angulo de 120°. Los vectores punteados
representan la direccién de los términos complejos conjugados.

QG = i+q—q con i=1,2,3
Q@ = Q@t+qg—q con =123
Qs = q3+9;—q; con 1=1,23

Recordando que para cualquier suma: >2; a;:

(Fa)f = s a? + 2% aa; (4.3)

J i#]
Ca)p =3 a? +33 ala; +6 Y. aajay (4.4)
J j i#] i#j#h

Entonces. basados en el andlisis débilmente no lineal del capitu-
lo anterior se tiene que las ecuaciones de amplitud se obtendran
al considerar solamente los términos resonantes correspondien-
tes a cada vector de onda; es decir, para obtener la ecuacion de
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4.1 Ecuacion de amplitud para la fase hexagonal

A; solo consideramos aquellos términos que son proporcionales
a e'dx;

Por ejemplo, considerando sélo los términos resonantes para
Ay, se tiene que:

= El término ? genera: 2gA, A,

» El término ¢ genera: 34;A,4;, 6A;4,4,, 6A;A34;

Por lo tanto, la ecuacion para la amplitud A; es:

1 2 -
cha%) Al
— (3]A1]® + 6] As)* + 6] A3]*) Ay (4.5)

@Al — EA] + QQZQZ:g -+ (81‘.1 e

De forma semejante se obtienen las ecuaciones de amplitud
para As y As, quedando:

s 2
e T R U AR

— (3l A2f* + 6] A1 + 6] A3]%) A,. (4.6)
S i 2
81/143 = FA,?, + 2(]141142 + <8 5 = 2/{;6853) A3
— (3lAs|* + 6] A1 |* + 6] A2]%) As. (4.7)

Es importante mencionar que tomando el complejo conjugado
de estas ecuaciones, tendriamos las otras tres ecuaciones para
las amplitudes conjugadas.

Las soluciones estacionarias y uniformes (0,4; = 0,0, A; =
d,A; = 0) se obtienen del sistema:
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A1 + 294, A3 — (3|A1|* 4 6]As|* + 6| A3]7) Ay = 0
eAs + 29 A1 A3 — (3| As|* + 6] 43> + 6| A1]*) Ay = 0 (4.8)
Az + 29A1 Ay — (3| As|* + 6] A1* + 6]A2*) A3 = 0

De donde:

= Si Aj = Ay = A3 = 0, tendremos un estado uniforme.

» Si Ay #0y Aiyy = 0, tendremos un patrén de bandas en la
direccién q;. El patrén de bandas es también una solucion.

» Si Ay = Ay = A3 = Aj tendremos un patron hexagonal
(ver figura 4.1).

Veamos este ultimo caso:

Considerando A; = Ay = A3z = Ay, el sistema de ecuaciones
(4.8) se reduce a:

eAg + 2945 — 15| Ag|?Ag = 0 (4.9)
El cual tienen tres soluciones:
La primera corresponde al estado uniforme.

Ay =0 (4.10)

Las otras dos soluciones, considerando Ay real, corresponden
a patrones hexagonales con diferentes amplitudes:

g+ vg*+ 15¢

A =
15
' -
AG) — 8 f; : (4.11)
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gy

Figura 4.2: Diagrama de bifurcacién para la amplitud, de la fase hexagonal.
Las lineas sélidas representan amplitudes estables y las disconinuas, inesta-
bles.

En la figura 4.2 se presenta, tomado de [5], el diagrama de
bifurcacion simplificado, ahi se puede apreciar que cuando las
soluciones (4.11) existen (e > 119; = €1) geométricamente repre-
sentan las ramas de una parabola en el plano (e, A), con vértice

2 £ .,
en: (—%, f’g) Obsérvese también que para valores de € no muy

grandes las amplitudes Aéﬂ y A((f) son estables e inestables res-
pectivamente. Ademds, como €; es negativo los hexagonos puec-
den coexistir con la base uniforme (A4y = 0) en el intervalo [e;, 0].

Como una primera conclusion, a partir de este anélisis, po-
demos decir que el término que generaliza (g¢?) la ecuacién de
Swift-Hohenberg, permite combinar los diversos modos de tal
forma que estabilizan el patron hexagonal.
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4.2. Analisis energético

Por otro lado, como ya se menciono, las ecuaciones para las
amplitudes también se pueden escribir derivando una funcional
de energia, que en este caso esta dada por:

Fh.er = —F_AIZI = EAQZ2 = EA3Z3 = 2gA2A3A1 == 2{]Z2Z3Zl
3, = ;; J— :, S
+ (A + S(AA) + 5 (A ) 16 (|| 4a])”
+ 6 (|A1||As])” + 6 (| Aa]| A5)* (4.12)

Fjer es tal que se cumple:

OA1  O0Fhee 0Ay  0Fper  0A O Fher
ot §A ot §A, Ot Ay
y tres ecuaciones similares para los complejos conjugados.
Si consideramos: A; = Ay = A3 = Ay con Aj real, pode-
mos calcular el valor de Fj.,, la energia libre, para la solucién
hexagonal. En cuyo caso la ecuacion (4.12) queda como:

15
Fhex = (—zeAg — 2943 + 5/13) (4.13)

Usando la amplitud que produce hexagonos estables:

g+ Vg*+ 15¢

N 15

se obtiene la energia libre que corresponde a un patréon de hexago-
nos:

Ao

Fh,m:_%[Hm]_%[?)HM}ﬁA%g?

g4
(4.14)
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-0.51

-10

Figura 4.3: Funcional de energfa para un patrén de hexagonos.

Claramente se observa que esta ecuacién sélo depende de f =
2

€/g°.
En la figura 4.3 sc grafica esta relacién. Sin restricciones de
generalidad, se ha considerado g = 1, lo que implica que 3 = e.

4.2.1. Comparacién entre el patréon de bandas y
el hexagonal

Ahora procedamos a comparar las energias para los patrones
de bandas y de hexdgonos, considerando g = 1. En la figura 4.4
se encuentran las graficas para las energias de ambos patrones,
observa que cuando € es pequeno, la energia de los hexdgonos
es menor (Fhrey < Fhandas), 10 que significa que aunque ambos
patrones pueden coexistir, el patrén de hexdgonos tiende a pre-
valecer. Sin embargo, después del punto de interseccion, es el
patréon de bandas el que predomina.

El punto de transicion se encuentra igualando ambas energias:
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_ %[H 1+15/)’}—%2{3+2\/1+15/)’}5—%52
1

= ——[j’Q
6

De donde:

14 246
15 Y

Este resultado fue obtenido por [10].

=1.91 (4.15)

Es importante recordar que un analisis de este tipo, energéti-
co, no nos dice nada sobre la estabilidad de las soluciones, solo
nos indica cual patron, suponiendo que es estable, es mas suces-
ptible de ser observado.

4.3. Solucion Numeérica

De la misma forma que en la seccion 2.5, resolvimos numeéri-
-amente la ecuacion de Swift-Hohenberg, ahora resolveremos la
ecuacion de SHG considerando el termino 2, con el factor ¢
incluido:

Op = e — clge + V)P + gy — ¢ (4.16)
Nuevamente se discretizo el espacio en una malla de 256 x 256
puntos, con paso espacial (dx) de 0.5 y temporal (dt) de 0.1, el

niamero de onda critico fue de g. = 1. Las condiciones iniciales
fueron aleatorias y las de frontera periodicas.

En cada corrida tipicamente se realizaron de 1000 a 5000
iteraciones temporales. El tiempo de maquina, en una pentium
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-02-
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Figura 4.4: Funcional de energia para un patrén de hexdgonos y de bandas.
Los hexdgonos tienen menor energia cuando € es pequena, pero para ¢ = 1.91
(la linea punteada) se produce la transicién a bandas.
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3, fue de entre 3 y 8 minutos, lo que indica la buena eficiencia
del programa.

Los resultados obtenidos estan de acuerdo con el andlisis an-
terior, se encontré que los patrones estables resultantes fueron
de hexagonos y de bandas. En la figura 4.5 se presentan los resul-
tados correspondientes, cada punto representa una corrida para
el valor de € respectivo.

Puede verse que para valores de ¢ pequenos, predominan los
hexagonos, mientras que las bandas dominan cuando € aumenta.
El valor de transicién entre patrones se encuentra en el rango
esperado.

Es importante mencionar que cerca del punto de transicion
ambos patrones coexisten en tiempos relativamente largos hasta
que uno de ellos domina. Por ejemplo en la figura 4.6 se encuen-
tran los patrones correspondientes para e = 1.7, con 200, 800, y
2000 iteraciones.

Por otro lado como ya se mencioné, los patrones de bandas
y hexdgonos son soluciones estables de las ecuaciones de ampli-
tud, esto se confirmd resolviendo numéricamente la ecuacion de
SHG, pero ahora con condiciones iniciales no azarosas; es decir se
considerd como condicion inicial un patrén hexagonal y uno de
bandas. Encontramos que ambos patrones se mantienen cuando
e varia, indicando su estabilidad. En la figura 4.7 se presentan
los resultados.
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Seluciones Numéricas
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Figura 4.5: Resultados numéricos para la ecuacién de SHG con condiciones
iniciales aleatorias. Cada punto representa una solucién numérica (un patrén)
para un valor fijo de €). La linca puntcada indica el valor de transicion teorico.

Patrén de Transicion

200 1teraciones 800 iteraciones 2000 iteraciones

Figura 4.6: Patrén de transicion entre hexdgonos y bandas, para ¢ = 1.7, con
200, 800 y 2000 iteraciones temporales.
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Soluciones Numéricas
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Figura 4.7: Resultados numéricos para la ecuaciéon de SHG con condiciones
iniciales no aleatorias. Es decir, iniciando con los patrones de la izquierda
observamos que ¢stos se manticnen en el rango de la ¢ considerada.
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Capitulo 5

Ecuacion de SHG con dos

modos

A partir de aqui se presentara algunos resultados originales
obtenidos durante la realizacion esta tesis.

En el primer capitulo mencionamos que cuando un fluido es
perturbado por oscilaciones sinusoidales verticales, de una fre-
cuencia especifica, se produce en su superficie un conjunto de
patrones, conocidos como ondas de Faraday. Generalmente se
obtienen, en las primeras bifurcaciones, patrones de bandas y
cuadrados.

En 1994, Edwards y Fauve [18] realizaron una serie de ex-
perimentos en los cuales introducen oscilaciones de dos frecuen-
cias para perturbar el fluido. Ellos encuentran formaciones de
patrones periédicos con simetria 2 (bandas), 4 (cuadrados), 6
(hexdgonos) y también patrones cuasiperiédicos con simetria
doce (dodecagonos). Como se podrd suponer ni la ecuacion de
Swift-Hohenberg ni su generalizacion, tienen soluciones de cua-
drados y dodeciagonos estables [3].

Tratando de reproducir teéricamente estos resultados, en 1997
Ron Lifshitz y Dean Petrich [10] propusieron una generalizacion
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Ecuacion de SHG con dos modos

de la ecuacion de Swift-Hohenberg (una generalizacién de dife-
rente tipo a la expuesta en el capitulo anterior) como modelo
para estudiar la dindmica de ondas superficiales en un fluido
generadas por la combinacién lineal de oscilaciones con dos fre-
cuencias, su propuesta es:

0
R RCA S 0 R A NN CR)
Con ¢ una constante diferente de 1.

La ecuacién anterior (5.1) se denomina: ecuaciéon de Swift-
Hohenberg generalizada con dos modos, "Ecuacion de SHG con
dos modos’.

Mediante un analisis lineal encontramos que para perturba-
ciones del tipo: exp(ik - x + oxt), del estado uniforme 1 = 0, la
razon de crecimiento tiene la forma:

or = € — c(1 — k*)?(¢*> — k*)? (5.2)

La cual generaliza la encontrada en el capitulo 3. En la figura
5.1 se encuentra la grafica de o} con respecto al nimero de onda
de la perturbacién. Como se puede observar es posible tener
dos modos inestables con diferente periodicidad, y tener con
ello multitud de patrones estables. En la referencia [10] hay una
gran variedad de resultados de patrones producidos mediante
este mecanismo.

En particular si consideramos el nimero de onda ¢ = /2
se pueden obtener patrones cuadrados. En la primera parte de
este capitulo verificaremos que esto es asi, y obtendremos las
ecuaciones de amplitud y energia. Es importante mencionar que
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Figura 5.1: Razén de crecimiento para una solucién de un patrén cuadrado,
se puede observar que ahora son dos nimeros de onda (q; = 1,¢, = ¢ = V?2)
los que inician la inestabilidad.

este analisis de un patrén de cuadrados no estd reportado en la
literatura y que sera importante ya que se utilizara para cuando
se estudie el patron de rectangulos, otro de los objetivos de esta
tesis.

En la segunda parte de este capitulo se comprobard cémo di-
cho modelo produce los cuasipatrones con formas dodecagonales,
considerando para ello los niimeros de onda inestables: ¢, = 1y

g =12+ /3 = 2cos(n/12).

Finalmente debido a que este modelo, con los nimeros de
onda inestables anteriores, también admite soluciones de bandas
y hexdgonos, compararemos sus energias y veremos cual es el que
prevalece para cada valor de €. Se corroboraran los resultados
resolviendo numéricamente la ecuacion (5.1).
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5.1. Patrén cuadrado

Supongamos que una solucién de la ecuacion (5.1) con ¢ =
V2, es un patrén de cuadrados:

4
Y =3 Aje™* 4 Bie'%* + C.C. (5.3)
j=1
En la figura 5.2 se muestran las direcciones de los nimeros
de onda que generan un patréon cuadrado, obsérvese que dichos
vectores (8 en total) se encuntran sobre dos anillos concentricos;
los vectores q; son tales que |q;j| = 1y los vectores |k;| = V2.
Recuérdese que estamos considerando el caso en el que los
nimeros de onda inestables son: 1 y /2. Se puede observar
cémo la suma de dos vectores pequenos perpendiculares generan
un vector grande, y la de dos vectores perpendiculares grandes
geenera dos veces un vector pequeno. Los vectores punteados
representan la direccién de los complejos conjugados.

5.1.1. Ecuaciones de amplitud y energia

Para encontrar las ecuaciones de amplitud, procederemos de
la misma forma como obtuvimos el patrén de hexdgonos (seccion
4.1), es decir basados en el andlisis débilmente no lineal, encon-
traremos los términos resonantes que se producen al sustituir la
solucién propuesta (5.3) en la ecuacion (5.1). Por ejemplo, en
la ecuacién para A; tenemos que determinar los términos que
son proporcionales a e’¥1*_y en la ecuacién para B; los que son
proporcionales a e'4™*_ y asi sucesivamente.

Como ejemplo obtendremos la ecuacion para la amplitud A; y
B]i
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5.1 Patron cuadrado

Figura 5.2: Diagrama de los vectores que generan un patrén cuadrado.
Obsérvese cémo la suma de dos vectores pequenos perpendiculares generan
un vector grande y la de dos vectores perpendiculares grandes genera dos
veces un vector pequeno.

Obsérvese en la figura (5.2) que el vector ki, del anillo exte-
rior, se puede obtener de las siguientes formas:

ey = q +qo
ki = ke+aq +q
ki = - kn+aqp+q

Ademas de las identidades mas ‘triviales’:

kl = k1+Qi—q1': 7,:12 k1:k1+kl—kl L:1,2
De donde, considerando sélo los términos resonantes para A;:
» El término ¥?, genera: 298, B
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» Bl término 13, genera:

® 3A1A1X1, 6A1A222, 6A131F1, 6A132§2
3A9B, By, 3A3B;B,

Por lo tanto, la ecuacion para la amplitud A; es:
i 2
A, = €A +29B1By + (al.l ~5r a§1> Ay

— (3| A1|* + 6] Aa|* + 6| B1|* + 6| Bo|*) A;
— 3A,B? - 34,85 (5.4)

Aplicando el mismo procedimiento obtenemos las ecuaciones
para la otra amplitudes del anillo exterior.

Para el caso de un vector del anillo interior, observa en la

figura (5.2) que el vector qi, se puede obtener de las siguientes
forma:

a = ki —q
aqa = kt+q
a = k—k—q

Ademas de las identidades mas ’triviales’:

Q= q+q—-q =12 aa=q+k-—-k, i=12
De donde. considerando sélo los términos resonantes para Bj:
» El término 92 produce: 2gA;By. 29 A3 Bs.

» Bl término ? produce:
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5.1 Patron cuadrado

L BBIB1F1, GBIBQFQ, GBlAIZI, GBIAQZQ
6A, Ay B

Por lo tanto la ecuacién para la amplitud B; es:

- 2
0By = By +29A; B+ 29 Ay B, — (azl = ia;) B
— (3|B1]* + 6|A1[* + 6| Bs|*) By — 6A, 4,81 (5.5)
Aplicando el mismo procedimiento obtenemos la ecuacioén pa-
ra la otra amplitud del anillo interior.

Como lo que nos interesa son las soluciones estacionarias y
uniformes (0, = 0, =0, 0, = 0), éstas se obtienen de:

GAI + 2931 Bg - (3|A1|2 + 6|A2|2 + 6IB1|2 + 6IBQ|2) Al
— 3AyB? -34,B2=0

€Ay + 29B1By — (3|Asf® + 6] Ai[* + 6] By|? + 6| Ba|?) As
— 3A,B2-3A4,B.=0

6Bl + 29141§2 =+ QgZQBQ = (3|Bl|2 —+ 6|A1|2 + 6|A2|2 -+ 6|BQ|2) Bl
- 6141—/21—2?1 = 0

GBQ S 29/—11§1 + 2gA2B1 == (3'Bg|2 -+ 6|A1|2 + 6'A2|2 + 6lBll2) BQ
— 6A4;A3B5; =0
Suponiendo A y B reales, se tiene que:
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Ecuacion de SHG con dos modos

m Si Ay = Ay =0y By = By = 0, se tiene un estado ho-
mogéneo.

m SiA; #0066 Ay # 0y By =0y By = 0 6 viceversa, se obtiene
una solucién que representa un patron de de bandas.

= Si Ay = Ay = Ay By = By, = B, se tiene una solucién que
representa un patréon de cuadros.

En este ultimo caso, el sistema de ecuaciones anterior queda:

eA+2gB* —9A® —18B°A = 0 (5.6)
eB 4+ 49gAB — 9B3 — 18A’B = 0 (5.7)

De donde para A y B diferentes de cero, si despejamos B? de
(5.7), obtenemos:

€+ 4gA — 18A?
9

Sustituyendo en (5.6). queda una ecuacion soélo para A:

B =

2g€ 4+ 243A% — 108gA% + (89> — 9¢)A = 0. (5.8)

Sin restricciones de generalidad, si elegimos g = 1, esta ecua-
cion tiene tres soluciones reales, en la figura (5.3A) se grafican
con respecto a €; mas adelante seleccionaremos la que produzca
la menor energia.

Por otro lado, de la misma forma que en los capitulos prece-
dentes las ecuaciones de amplitud se pueden escribir derivando
una funcional de energia. la cual en este caso es:

Feyad = —eA1A; — €AsAy — eB1By — €B2§2 - 29313221
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5.1 Patron cuadrado

_ _ R " 3 =
— 29B1ByAy —29AB1By — 29A2B1 By + 5(/41141)2

B e - B enes - B
+ () 4+ 5(BiB1)” + 5 (B2 Ba)” + 6 (|| Ao])°
+ 6(|Al[Bi])* + 6 (||| Bal) + 6 (| As|| Ba])* + 6 (| As] | Ba)?
+ 6(|Bi1||Ba|)? + 34,B%A,; + 3A,BZA; + 3A, B’ 4,
+ 3A,BA;. (5.9)

Obsérvese que se cumple:

0A;  OF 0B oF
ot~ SA, ot 6B,
Si hacemos A; = Ay = Ay B; = By = B, la energia libre del
patréon de cuadros (5.9), queda de la forma:

Frpg = —2eA® —2¢B? — 89B%A 4+ 9A% + 9B* + 3642 B2
= —2¢(A*+ B?) +9(A" + B') — 8¢gB%A
1+ 36A%B%. (5.10)

Por otro lado si se multiplican las ecuaciones (5.6) por A,
(5.7) por B y se suman, se tiene:

—2¢(A* + B*) + 9(A' + B") — 8¢gB>A+36A’B2 =0 (5.11)

Sustituyendo (5.11) en la ecuacién para la energia (5.10), se
tiene (para g = 1):

 §
Fowaa = —3 {€+64e — (9¢ — 8) A% — 36A4°%} . (5.12)

Donde A esta dada por cada una de las tres soluciones de la
ecuacion (5.8). En la figura 5.3B se muestran los posibles valores
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0.4’/ Al F
A 0.3: 0+
02: A3 -0.11
/”_—- -021

0.1 1
0l : . £ ==
1 5 10 15 20 -0.44
-Olj _0_5_
A2 -061
(A) (B)

Figura 5.3: (A) Las tres soluciones de la ecuacién (5.8). (B) La energia
libre considerando las tres soluciones de la izquierda. La que utilizaremos
serd E'lmd = Fi

de la energia considerando las diversas soluciones (no la trivial
A = 0) de la ecuacién para A (5.8). Tomaremos la que tenga
menor energia para ¢ fija, es decir: F .0 = F3.

5.1.2. Comparacion entre los patrones de bandas, cua-
dros y hexagonos

Debido a que este modelo acepta soluciones estables de ban-
das v hexdgonos, compararemos sus energias con respecto a la
energia del patréon de cuadros.

En la figura 5.4 se presentan las graficas de las energias para
los patrones de cuadros F,qg (curva sdlida), bandas Fig, (cur-
va punteada)y hexdgonos Fje, (curva con puntos y rallas) con
respecto a e. Para facilitar la lectura se ha separado en cuatro
graficas dependiendo del valor de e.

Podemos observar que cuando € es pequeno, Fryaq < Fher < Fpan,
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5.1 Patron cuadrado

lo que significa que atin cuando los tres patrones pueden coexis-
tir, el que seguramente prevalecera sera el de cuadros. Cuando
el valor de e aumente y pase el punto de interseccion (aproxi-
madamente € = 0.76), se encuentra que Fprey < Fryad < Fpan,
lo que significa que ahora prevalecera el patron de hexagonos.
Finalmente cuando la € siga aumentando y sobrepase el siguien-
te punto de interseccién (aproximadamente € = 1.91), el patrén
dominante sera el de bandas (Fpen < Fhrer < Fruad)-

5.1.3. Solucion numérica

Como se ha hecho en los capitulos anteriores. procederémos a
resolver numéricamente la ecuacién de SHG con dos modos (5.1):

Nuevamente se discretizo el espacio en una malla de 256 x 256
puntos, con paso espacial (dz) de 0.4 y temporal (dt) de 0.1, los
nimeros de onda criticos fueron ahora 1 y /2. Las condiciones
iniciales fueron aleatorias y las de frontera periodicas. El pro-
grama en fortaran utilizado tiene la misma estructura que el del
apéndice E.

Los resultados obtenidos estan de acuerdo con el analisis
energético: a medida que € aumenta, los patrones estables re-
sultantes fueron los de cuadros, hexagonos y bandas. En la figu-
ra 5.5 se presenta la grafica con los resultados corespondientes,
cada punto representa un evento numeérico resultante, para la e
respectiva.

Se observa que cuando (aproximadamente) € < 0.8 los cua-
drados predominan, aumentando la ¢ quedan los hexagonos y
finalmente, para valores superiores de € son las bandas.

Los valores de transicion entre los patrones se encuentran en
el rango esperado.
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FUNCIONAL DE ENERGIA PARA DIFERENTES INTERVALOS DE e.

_001 4 -0.054

-0.02 1
-0.03 4 -0.10 4
-0.04:
-0.05 -0.151

-0.06 4

-0.07 -0.20
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oz
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Figura 5.4: Graficas de la energia para los patrones de cuadros (curva sélida),
bandas (curva punteada) y hexdgonos (curva con puntos y rallas). A)Fryaq <
Free < Fran. B) Fruad < Frex < Fian, hasta el punto de iterseccién (linea
recta punteda) en ¢ = 0.76, después se tiene Frey < Feyad < Fpan. C)
Fhem < Fcu(ld < Fba71~ D) Fres < Fcuad < Fbam hasta Heg&I al punto de
interseccién en € = 1.91, después se tiene Fyan < Fhex < Fruad-
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O
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.

Patrones Resultantes

W

Figura 5.5: Resultados numéricos para la ecuacion de SHG con dos modos.
Obsérvese que se presentan los patrones previstos (cuadros, hexdgonos y
bandas) dentro de los rangos tedricos encontrados (lineas punteadas, ¢ = 0.76
y € = 1.91). Las condiciones iniciales fueron al azar.
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Ecuacion de SHG con dos modos

Figura 5.6: Diagrama de los vectores que generan la fase dodecagonal. El
angulo entre cada dos vectores del mismo tipo es de 7/6. Los vectores pun-
teados representan complejos conjugados.

5.2. Patréon de dodecagonos

Ahora supongamos que la solucién de la ecuaciéon (5.1)con
q = 2cos(m/12), es un patrén de dodecagonos:

12 . ]
Y=Y Aje™* 4 Bie'¥* + C.C. (5.13)

7=l

En la figura 5.6 se muestran los dos anillos con los vectores de
onda que forman el patrén dodecagonal. Un anillo tiene radio
lqjl = 1y el otro |k;j| = V2+ /3 = 2cos(r/12). El dngulo
entre cada dos vectores del mismo tipo es de 7/6, los vectores
punteados representan los complejos conjugados.
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5.2 Patron de dodecagonos

5.2.1. Ecuaciones de amplitud y energia.

Es importante mencionar que los autores R. Lifshitz y M. Pe-
trich. en 1997, [10] utilizando la ecuacién de SHG con dos modos
(y ¢ = 2cos(m/12)), obtienen el valor de la energia del patrén
dodecagonal y su intervalo es mads estable: hasta e < 0.087. Pero
retomando sus calculos nos dimos cuenta que presentan un error,
ya que no toman en cuenta todos los términos resonantes. En
nuestro andlisis encontramos que aun cuando los dodecdgonos
son una solucion estable, su intervalo de estabilidad es menor
(e < 0.023, ver mas adelante) al que ellos presentan.

En lo que sigue encontraremos las ecuaciones de amplitud y
energia, corrigiendo el resultado presentado en [10].

Aplicando el mismo método que se utilizé en los patrones
hexagonal y de cuadrados, encontraremos las ecuaciones de am-
plitud para el patréon dodecagonal. En otras palabras, encontra-
remos los términos resonantes que se producen al sustituir la
solucion (5.13) en la ecuacion (5.1): para Ay los términos que
consideraremos son los proporcionales a e*'™*_ para B; los pro-
porcionales a €’4X_ y asi sucesivamente.

En el apéndice C se presentan el procedimiento para obtener
las ecuaciones de amplitud y las ecuaciones para las soluciones

estacionarias y uniformes.

Suponiendo A; = Ay B;=B (i=1,....,6) con Ay B reales,
estas ultimas soluciones quedan como:

€A+ 2gA* + 29B? +49AB
— {334° +12B% + 60B*>A + 36A°B} =0
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eB +2gB* + 2gA*+4gAB
{33B% +12A° + 60A’B + 36 B> A} = 0

Como se puede observar, estas ecuaciones son simétricas en
Ay B, por lo que si hacemos A = B = Ay, quedan de la forma:

Ag(141A45 — 8gAg —¢) =0 (5.14)

Para A real, las soluciones no triviales son:

4g + /16g7 T 141
b (5.15)

Ay = 141
4g — /162 + 141e
45 = =2 1j1+ : (5.16)

En la figura 5.7A, se presenta la forma que tienen estas solu-
ciones,donde se ha supuesto, sin perdida de generalidad, g = 1.
Mas adelante se considerara la que genere la menor energia.

Por otro lado, en el mismo apéndice C, se encuentra la forma

que adquiere la energia:

Foge = —6¢(A*+ B*) —8g(A+ B)?
+ {994 +99B* + 216A% B*}
{1444°B + 144B°A* + 156B°A}  (5.17)

Si hacemos A = B = Ay, queda:

—12¢ A2 — 649 A3 + 858 A

Fdode —
—Ap (12e Ap + 64gAf — 858A7)

(5.18)
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Figura 5.7: (A) Las dos soluciones de ecuacién (5.14). (B) La energia li-
bre considerando ambas soluciones de la izquierda. La que utilizaremos
serd Faoge = F'.

Donde Ay estda dada por las dos soluciones de la ecuacién
(5.14). En la figura (5.7B) se muestran los dos posibles valores
de la energia considerando las soluciones de A,. Tomaremos la
que tenga menor energia para € fija. es decir: Fj 5. = F'*.

5.2.2. Comparacién entre el patrén de bandas,
el hexagonal y el dodecagonal

Igual que para el analisis del patrén de cuadros, el modelo de
SHG con dos modos (¢ = 1,q2 = 2cos(n/12)), también acepta
las soluciones de bandas y hexagonos, por lo que podemos com-
parar sus energias. En la figura (5.8) se presentan las graficas
de las energias para los patrones de dodeciagonos Fjg. (curva
solida). bandas Fj,, (curva punteada) y hexagonos Fj, (curva
con puntos y rallas) con respecto a e. También se ha hecho una
ampliacién para apreciar el cruce entre las curvas de hexdgo-
nos y dodecagonos (a € pequeno). Nétese que cuando € es muy
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Figura 5.8: Funcional de energia: A) Funcional de energia para los patrones
de dodecdgonos (curva solida), bandas (curva punteada) y hexdagonos (curva
con puntos y rallas). B) Misma grafica para valores pequenos de e, puede
apreciarse que la menor energia corresponde a los dodecagonos, hasta e =
0,023.

pequeno, Fyoge < Fher < Fpan, 10 que significa que aun cuando
los tres patrones pueden coexistir, el que seguramente prevale-
cera sera el de dodecagonos. Cuando € aumente y pase el punto
de interseccion (aproximadamente € = 0,023), se encuentra que
Fher < Fuoge < Fpan, por lo que ahora son los hexagonos los que
podrian surgir. Y finalmente, para ¢ > 1,91 el patron dominante
sera el de bandas.

5.2.3. Solucién Numeérica

Con la misma técnica de los dos capitulos anteriores, se pro-
cedid a resolver numericamente la ecuacion de Swift-Hohenberg
con dos modos. Primero consideramos condiciones iniciales alea-
torias, y de frontera periddicas.
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5.2 Patron de dodecagonos

Op = et — c(1 + VH2(¢* + V)% + ¢? — o> (5.19)

Los nimeros de onda criticos que ahora consideraremos son:
2
1y qg=(2+v3)?=2cos(1/12)

El espacio se discretizo en una malla de puntos, se tomaron
256 x 256 puntos, con paso espacial de (dr = 0.5)y temporal de
dt = 0.1. En el apéndice C se muestra la deduccién del algoritmo
y el programa, en FORTRAN, empleado.

Tipicamente se realizaron de 2000 a 3000 iteraciones. El tiem-
po de maquina, en una pentium 3, fue de aproximadamente 15
minutos.

Se encontrd que los patrones estables resultantes fueron: do-
deciagonos, hexagonos comprimidos. hexagonos y bandas; tal co-
mo lo predijo el andlisis energético que realizamos. En la figu-
ra 5.9 se presentan los resultados corespondientes, puede verse
que para valores de € muy pequenos, hasta aproximadamente
e = 0.02, el patron resultante es el de dodecagonos, Para valores
mayores de € hasta 1.9 se tienen hexdagonos regulares y hexdagonos
comprimidos. Finalmente las bandas se presentan para valores
de € mayores.

Si ahora modificamos las condiciones iniciales, esto es, si con-
sideramos como condicion inicial un patron de dodecagonos, uno
de hexagonos y uno de bandas; encontramos que los hexagonos
y las bandas son bastante estables, siempre se mantienen (en
el intervalo considerado). Los dodecagonos son estables, pero
solamente para € pequenas.
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Patrones Resultantes
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Figura 5.9: Resultados numeéricos para la ecuacién de SHG con dos modos,
teniendo condiciones iniciales aleatorias. Cada punto representa una solu-
cién numérica, que corresponde al patrén resultante (el de arriba), las rectas
punteadas indica los valores de transicién tedricos: € = 0.023 y ¢ = 1.91.
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Estabilidad de Patrones

Figura 5.10: Resultados numéricos para la ecuacién SHG con dos modos con
condiciones iniciales correspondientes a un patrén especifico (el de la izquier-
da). Cada punto representa una solucién numérica, obsérvese que tanto los
hexdgonos como las bandas son estables para toda ¢, pero los dodecagonos
unicamente lo son para pequenos valores.
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Capitulo 6

Ecuaciéon de SHG con tres
modos: patrones rectangulares

Ademas del estudio de patrones cuadrados y dodecagonales,
en este capitulo se realiza una de las contribuciones mas impor-
tantes de la tesis: proponer un modelo isotrépico de formacion
de patrones rectangulares. El cual, hasta donde se tiene informa-
cion, es un estudio no reportado en la literatura especializada.

Atin cuando el modelo de Lifshitz y Petrich [10] predice la
existencia de patrones con muy diversas simetrias, no pucde re-
producir patrones rectangulares, los cuales son muy comunes en
redes cristalograficas. A manera de ejemplo, en la figura 6.1 se
muestra como cuando se consideran los planos cristalograficos
de una simple red cibica, con indice de miller (1,1,0) se ob-
tiene un patron rectangular, cuyos rectangulos tienen lados de
longitudes 1, v/2 y diagonal v/3.

En la perspectiva de formacion de patrones, se tiene que los
patrones rectangulares requieren tres numeros de onda inesta-
bles, lo que explica su rareza en sistemas no lineales.

Por ésta razon en este capitulo proponemos una extension del
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Figura 6.1: Patrén rectangular que se obtiene de un arreglo cristalografico
cubico.

modelo estudiado en el capitulo anterior, tomando en cuenta
tres modos. En otras palabras consideraremos superposiciones
de modulaciones con nimeros de onda (g, = 1, ¢, ¢3), los cuales
deben ademds cumplir la relacién: ¢? + ¢5 = ¢3.

La llamaremos ecuacién de Swift-Hohenberg generalizada con
tres modos (ecuacién de SHG con tres modos), y tiene la forma:

M
a—lé =ep — (1 + VQ)Q((IS g V2)2((1:>2> + VO — (6.1)

En particular, consideraremos los ntiimeros de onda g, = 1, ¢y =
V2 y g3 = /3, pero el andlisis no se restringe solo a ellos.

Mediante un andlisis lineal como el del capitulo 2, encontra-
mos que la razén de crecimiento es:

on=c—c(l - (G- K)HE - k)% (62)
la cual se muestra, para un valor fijo de ¢, en la figura 6.2.
Obsérvese que la presencia de tres modos inestables con diferen-

te periodicidad, nos ofrece la posiblidad obtener patrones esta-
cionarios rectangulares.
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Figura 6.2: Razén de crecimiento para la ecucion de SHG con tres modos:

n=1 ¢0=v2yqgs=13.

6.1. Patron rectangular

Supongamos que la solucién de la ecuacion 6.1 es un patron
de rectangulos:

) = AR * 4 Age ™ | Be™* | Cell* 4 cc. (6.3)

En la figura 6.3a se muestran, en el espacio de Fourier, los tres
anillos con los vectores de onda que forman el patréon rectangu-
lar. Un anillo tiene radio |k;| = g3, otro |m| = ¢2 y el tercero:
N =q,congs>q>qy¢=q¢+q, con (¢ =1). Obsérvese
que la suma de un vector interno y un vector intermedio produce
un vector externo y la suma de un externo con un interno produ-
ce un intermedio. Los vectores punteados representan complejos
conjugados.

En la figura 6.3b se muestran los planos de onda en el es-
pacio real, creados por el espectro de la figura de la izquierda
6.3a. Notese como la superposicion de ondas con longitud de
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6.1 Patron rectangular

Espacio de Fourier y Espacio Fisico

3
—
~
I
N

Figura 6.3: a) Diagrama de los vectores en el espacio de Fourier que generan la
fase rectangular. b) Planos de onda, en el espacio real, formando un patron
rectangular. Las direcciones de propagacién son (ki, ko, m, [).

onda: \; = f]—’:, Ay = 2q—72r ¥V Ag = i—:, generan un patron rectangu-
lar. La longitud de onda A3 corresponde a la distancia entre las
diagonales.

6.1.1. Ecuaciones de amplitud y energia.

Procederemos de la misma forma que en los capitulos ante-
riores, encontraremos los términos resonantes que se producen
al sustituir la solucién (6.3) en la ecuacién (6.1). Es decir, para
Ay consideramos los términos que son proporcionales a e’

para B los proporcionales a e™* y para C' los proporcionales a
11-x
g,

Mostraremos a continuacién cémo obtener las ecuaciones de
amplitud.
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Ecuacion de SHG con tres modos: patrones rectangulares

Primero obtendremos la ecuacion para la amplitud A;:
Obsérvese de la figura 6.3 que el vector ky, del anillo exterior,
se puede obtener de las siguientes formas:

k1 = m-+1
ki = ke+1+1
ki, = “ke+m-+m

Ademas de las identidades ’'triviales’:

ki, = ki+1-1
ki = ki+m-—-m
k, = ki+k;,—k;, 1=1,2.

De donde considerando solo los términos resonantes para Aj:
1.2
= ¢ genera: 2gBC
23 o
= ¢)° genera:

® 3A1A11_4-], 6A1A2z2, 6/413?, 61410?
3A4,CC, 3A,BB

Por lo tanto la ecuacién para la amplitud A; es:

i 2
oA, — Uh+2¢%7+<@,—‘eﬁ)f%—3Axﬂ—3Zﬂ#

—2—]C—Cy1
— (3]A1]* + 6| As|* + 6| B> + 6|C|?) A, (6.4)

De la misma forma para la amplitud As:
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6.1 Patron rectangular

: 2
E?tAQ = 6142 of- QQBé + (612 = i@i) A2 = ?)A]éZ — 321B2

— (345> + 6] A41]* + 6| B> + 6|C|?) A, (6.5)
Ahora el turno es para la ecuacién de la amplitud B:

Obsérvese en la figura 6.3 que el vector m, del anillo interme-
dio, se puede obtener de las siguientes formas (la barra arriba
indica el conjugado):

= k-1
= ko +1
m = k1+k2—m

B

=

Ademas de las identidades ‘triviales’:

= m+1-1
= m-+m-—m
m = m+k -k, (=12

=

=

De donde considerando solo los términos resonantes para B:
» ? genera: 2gA,C, 2gA,C
= 13 genera;

® 3BBE, GBAlzl GBAQZQ GBCU

6A, A8
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Ecuacion de SHG con tres modos: patrones rectangulares

Por lo tanto, la ecuacién para la amplitud B es:

~ 2
8B = €B+29A,C + 2gA,C + (ay - —2—%8;‘;) B
— (3IBI* + 6|A1|* + 6] A2|* + 6]|C|*) B — 64, A, B(6.6)
Finalmente, se obtiene la ecuacién para la amplitud C:

Nuevamente de la figura 6.3 se observa que el vector 1, del
anillo interior, se puede obtener de las siguientes formas:

1 = kl—m
1l = —ko+m
1 = k; —ky—1

Ademas de las identidades ‘triviales’:

1 = 14+1-1
l = 1+m-—-m

De donde considerando solo los términos resonantes para C':
» 92 produce: 294, B. 2gA,B
= )3 produce:

® BCCU 6014121, GCAQ—A—27 6CB§
6A,A,C
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6.1 Patron rectangular

Por lo tanto, la ecuacién para la amplitud C' es:

; 2
— (3ICP* +6|A1|* + 6| As| + 6| B?) C — 64, A,C(6.7)

Debido a que lo que nos interesa son las soluciones uniformes
y estacionarias, hacemos 9, = 0,0,, = 0 en las ecuaciones an-
teriores. Si ademds suponemos que las amplitudes (con A, B, C
reales) cumplen: A; = A, = A, entonces las ecuaciones para
las amplitudes que forman el patron rectangular quedan de la
forma:

eA+29BC — (94’ + 9AB* + 9AC?) = 0 (6.8)
eB +49AC — (3B° +184’B + 6C°B) = 0 (6.9)
¢C +49AB — (3C° +18CA* +6CB?) = 0  (6.10)

Observa que en las dos ultimas ecuaciones. C'y B juegan un
papel simétrico, de lo cual concluimos que B = C' es solucién.
Por lo tanto, el sistema anterior se reduce a:

eA+29B* — (9A° + 18AB?) = 0 (6.11)

eB+49AB — (9B® + 184’B) = 0 (6.12)

Las cuales son idénticas a las ecuaciones (5.6) y (5.6) que
describen un patrén cuadrado. Por lo tanto, retrospectivamente

nos damos cuenta que se requiere el mismo nimero de amplitu-
des para describir un patrén cuadrado y un patrén rectangular.
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Ecuacion de SHG con tres modos: patrones rectangulares

Y que ademés las relaciones de resonancia son idénticas, por lo
que las ecuaciones correspondientes también lo seran.

Considerando lo anterior y siguiendo los pasos del capitulo 4,
la ecuacion para la energia serd la misma:

1
Frea = =3 {€ +6Ae — (9 — 8)A” — 36A4°%} (6.13)

La grafica de esta energia junto con la de los hexagonos y
bandas es la misma que la de los cuadros, hexagonos y bandas
y se presenta en la figura 5.4, las conclusiones son las mismas
que las de la seccion 4.1.2. solo hay que sustituir 'cuadrado’ por
'rectangulo’.

Este resultado tiene una consecuencia interesante, si elegimos
g1 =1 ¢ =vV2y ¢ = V3 en la ecuacién (6.1), se pueden
formar tanto los patrones cuadrados (utilizando los nimeros de
onda 1, v/2) como los rectangulares (usando los niimeros de onda
1.+/2, \/§) Y ademas ambos tienen la misma energia.

Sin embargo, si elegimos los niimeros de onda inestables de
forma tal que: ¢1 = 1, o # V2 v @ = ¢} + g5, eliminamos
la posibilidad de obtener patrones cuadrados quedando como
posibilidades los patrones rectangulares, los hexagonales y las
bandas. En la figura 6.4 se presenta un ‘diagrama de fase’ donde
se muestran los intervalos en que se presentan dichos patrones.
Los valores de transicion son € = 0.76 y € = 1.91.

Es importante hacer notar que los rectangulos, hexagonos y
las bandas pueden competir con patrones mas complejos que no
se consideran en el presente analisis.
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6.2 Resultados numéricos

Rectdngijos

Hexagoros

02 04 0B

Figura 6.4: ‘Diagrama de fase’ obtenido por medio de un analisis de amplitud
y energia, considerando patrones rectangulares, hexagonales y de bandas.
Se muestran los intervalos de estabilidad con respecto a e. Los valores de
transicion son: € = 0.76 y ¢ = 1.91

6.2. Resultados numéricos

Para mostrar la estabilidad de cuadrados y rectangulos, re-
solveremos la ecuaciéon (6.1), utilizando la misma metodologia
de los capitulos anteriores y el algoritmo descrito en el apendi-
ce D. Es decir, consideramos una malla cuadrada de 256 x 256
con un paso espacial de: drz = 0.4 y un temporal de dt = 1.0
Después de aprox 1000 iteraciones, un tiempo de procesamien-
to de aproximadamente 10 minutos y como condicién inicial un
patron de cuadros y uno de hexdgonos, encontramos que ambos
patrones son suficientemente estables hasta aproximadamente
€ = 1,5 (ver la figura 6.5).

Ahora consideramos los nimeros de onda: ¢; = 1, =5y
g3 = /6 y resolvemos la ccuacion (6.1) con condiciones inicia-
les aleatorias. Encontramos que el patrén resultante, después de
aprox 2000 iteraciones y un tiempo de procesamiento de aprox.
20min, fue (a diferencia del de la figura (5.5), un patrén rectan-
gular, ver la figura 6.6.
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Ecuacion de SHG con tres modos: patrones rectangulares

Soluciones Numéricas

.
.
..'
-»
’0
:n 200 e e e o o e o ° °
b
te
eooe e © © e e o o ® °
£
0 02 04 06 08 1 12 14 16

Figura 6.5: Resultados que se obtienen tomando un patrén de rectangulos
y de cuadros (los de la izquierda)como condicién inicial, se consider6 g, =
1,92 = V2, q3 = V3. Obsérvese que ambos patrones son estables para toda e
indicada. Cada punto representa un resultado numérico.
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6.2 Resultados numéricos

ahre I
I
e®oeo © ® .: e ) ) °
|
I
[
r T T Il T T T T T
0.2 0.4 06 08 1 1.2 14 16 18

Figura 6.6: Resultados numéricos que se obtienen considerando un patrén
inicial al azar, con nimeros de onda ¢; = 1,9, = v/5, g3 = /6, cada punto
es una solucién numérica. Obsérvese que esta figura es similar a la 5.5, pero
los cuadros se sustituyen por rectdngulos. las lineas punteadas son los valo-
res de transicién obtenidos por medio del andlisis energético. Los valores de
transicion son: € = 0.76 y ¢ = 1.91
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Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas

Como se presenté en la introduccion, en este trabajo se es-
tudioé una familia de patrones geométricos, modelados mediante
la ecuacion de Swift-Hohenberg y generalizaciones, tales como:
nolinealidades cuadraticas y de varios modos inestables. En este
trabajo se ha mostrado que tales modelos permiten generar pa-
trones con simetrias mas complejas que los clasicos hexagonos y
bandas.

Para verificar esta afirmacion se obtuvieron, en cada caso,
las ecuaciones de amplitud y el funcional de energia. Con el
propocito de comparar, se resolvid la ecuacion respectiva, utili-
zando para ello una técnica pseudoespectral.

En el caso de la ecuacién de Swift-Hohenberg generalizada
con un modo, comprobamos, mediante las herramientas senala-
das, que los patrones de bandas y de hexdgonos son soluciones
estables de dicha ecuacion. Encontramos también que para valo-
res de € pequenos el primer patrén en emerger es el de hexdagonos
y posteriormente, aumentando el valor de € aparecen las bandas.

Aun cuando este era un resultado conocido, lo corroboramos
para poder probar nuestros métodos de andlisis.
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Una vez comprobado lo anterior, se verificd que la ecuacién de
SHG con dos modos (q; = 1,¢2 = 2cos7/12) reproducia adecua-
damente los cuasipatrones dodecagonales, tal como lo muestran
Lifshitz y Petrich [10]. Sin embargo encontramos un error en
sus resultados sobre la estabilidad que reportan [10]. Nosotros
encontramos (también) que los cuasipatrones dodecagonales son
una solucion estable, pero que tienen un intervalo de estabilidad
menor. Ellos reportan: € < 0,087 y nosotros € < 0,023.

Usando este mismo modelo (ecuacion de SHG con dos modos)
comprobamos que también produce adecuadamente el patréon
cuadrado, usando para cllo los nimeros de onda ¢ = 1y g9 =
V2. Encontramos que dicho patron representa una solucion esta-
ble en un intervalo de valores de € de entre 0 y 0,76 aproximada-
mente. Comprobamos este resultado resolviendo numéricamente
la ecuacién respectiva y considerando condiciones iniciales alea-
torias. Sin embargo cuando el patrén inicial es el de cuadros,
la solucién es estable para todo el rango de valores de e con-
siderado. Es importante destacar que este analisis de patrones
cuadrados no esta reportado en la literatura especializada del
tema.

Utilizando la idea del andlisis para el patrén de cuadrados,
propusimos una nueva generalizacién a tres modos (ecuacién de
SHG con tres modos), con q; = 1, ¢o = V2y ¢35 = V@@ + ¢3,
para estudiar el caso de patrones rectangulares. Una simetria
no estudiada anteriormente.

Encontramos que no hay distincién fundamental entre los pa-
trones rectangulares y los cuadrados. De hecho, si elegimos 1, v/2
v v/3, ambos pueden coexistir. Pero si utilizamos cualquier otra
combinacion de numeros de onda: q; = 1, o # V2 V@ =q¢+aq3,
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Conclusiones y perspectivas

se pueden tener patrones rectangulares como soluciéon mas esta-
bles que los hexdagonos y las bandas.

Un perspectiva interesante que se sigue de los resultados de
este trabajo, es que: dadas las semejanzas entre los patrones pe-
riodicos y los arreglos cristalinos de atomos y moléculas, se abre
la posibilidad de aplicar la teoria de formacién de patrones en
algunos problemas de materia condensada que son complicados
de tratar con técnicas convencionales. Ver por ejemplo [19] y

120].
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Apéndice A

Vectores propios de un
operador diferencial lineal

Considera la ecuacién diferencial parcial linealizada:

Ow = J[w] (A.1)
Donde J es el operador jacobiano, y w = w(x,t).
El operador puede visualizarse como una matriz (como en un

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias), pero de dimen-
sion infinita.

Si ésta ecuacién lineal tiene coeficientes constantes, es valido
el principio de superposicién y es invariante ante translaciones:

» Si W) y W; son soluciones, entonces aW, + bW, es también
solucion.

& @(WJra,) :BtW:j[W+a] :j[W]
con a una constante.

Para poder encontrar una solucién particular, lo que tenemos
que hacer es obtener las funciones y valores propios del operador
jacobiano: V; y o; (con 7 = 1,2, ---) respectivamente.
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Vectores propios de un operador diferencial lineal

Suponte que podemos hacerlo, esto significa que se cumple:

IV = o;V; (A.2)
Por otro lado, sea W;(z,t) = A;(t)V;(x) una solucién de la
ecuacion (1), lo que significa que:

A (A;(1)Vy () = TA;(1)Vj (=) (A-3)
Derivando y sustituyendo la ecuacion de valores propios A.2,
se tiene:

dA;
Vi = AV = AjosVi
dA;
= g o

Ahora debemos encontrar las funciones propias, para eso uti-
lizaremos la siguiente propiedades de los operadores [21]:

s Teorema: Sean los operadores A, B.
Si los operadores conmutan, esto es si:

[A,B|]=AB—-BA=0
= tienen un conjunto comun de funciones propias.

Por otro lado un operador diferencial que es invariante ante
translaciones, como es nuestro caso, se puede escribir como:

J=ag+ 010, + a0+ ---

De esta forma, podemos ver que el jacobiano conmuta con el
operador generador de translaciones 1" = 0,:
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(JT)W] = {ao+ ay0; + 202 + - - -} O, W
= a0, W + ala,%W -+ agagw + -
= Oy {aoW + @10, W + a02W + - - -}
= (T'J)[W] (A.5)

Y como las funciones propias del operador 7' = 0, son:
TV(x)=0,V=pV —V(z)=¢e*

Entonces las funciones propias del operador jacobiano J son:
JWVil=0;V; —Vi(z)=€e* neC (A.6)

Por lo tanto, una solucion particular de la ecuacion A.1, tiene
la forma:

Wy(z,t) = A (0)e% " (A.7)
Donde se ha sustituido p = i¢g, con ¢ € C

Para encontrar la solucion general es importante notar que
no se pueden utilizar todos los ¢, s en su construccién, va que
dicha solucién tiene que satisfacer las condiciones de frontera del
problema.

Si suponemos condiciones de frontera periodicas:

W(x+ L,t) =W(z,t) = e4+h) = o=

De donde: ¢, = i—“n, con n entero.

La solucion general es:
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Vectores propios de un operador diferencial lineal

w(z,t) =Y A, (0)e’ne'n® (A.8)

Fisicamente esta perturbacion se puede considerar como una
superposicion de ondas estacionarias cuyas amplitudes se modi-
fican de acuerdo a la relaciéon de dispersion o,.
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Apéndice B

Alternativa de Fredholm

» Teorema [21]: Sea L un operador lineal acotado, y f € C
una funcion continua, entonces la ecuacion:

L= f (B.1)
satisface alguna de las siguientes alternativas:
e La ecuacion inhomogénea (B.1) tendrd una tinica solu-

cion, stempre que la ecuacion homogénea Lu = 0 tenga
solamente como solucion la trivial: u = 0

e La ccuacion homogénea Lu = 0 y su adjunta Llv =
0 tienen n soluciones linealmente independientes, con
n € Z%. En este caso la ecuacion Lu = f tiene una
solucion si y solo si

€ f.u>=0
para cada v que satisfaga: Liv = 0
El operador lineal adjunto se define por medio de la relacién
implicita:
< Lu,v>=<u,Lv>
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Alternativa de Fredholm

El producto interno < u,v > esta dado por:

< WY = /Q uvdx

Donde: € es todo el dominio y la barra arriba indica conju-
gado complejo.

Claramente es la segunda de las alternativas la que se aplica
en nuestro problema de analisis debilmente no lineal del capitulo
3, en el cual necesitamos resolver la ecuacion:

Lepzsp = Lipyya — 1/’%/2 (B.2)
Con: L. = (¢?+0,)?y L = 1—0r — (20,0x + 9% )? operadores

lineales.

Observa que el operador diferencial lineal L. es autoadjunto
por lo que la funcién e pertenece a su nicleo: Lf[e!*] = 0.

Por lo tanto la ecuacién (B.2) tendra solucién para ¢35, siem-
pre que:
< Liprjz = P, e >=10

En otras palabras, cuando:

T+ ) i /
| g — v ple 0 da’ = 0 (B.3)

Observa que el dominio de integracion, en una dimension, es
en la practica de x — x + )¢, donde \g = 2Z.

(o
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Apéndice C

Ecuaciones de amplitud y
energia para un patrén
de dodecagonos

Aplicando el mismo método que se utilizé en los patrones
hexagonal y de cuadrados, encontrarémos las ecuaciones de am-
plitud para el patrén dodecagonal.

En otras palabras, encontraremos los términos resonantes que
se producen al sustituir la solucién (5.13) en la ecuacién (5.1):

Para A; tenemos que identificar los términos que son propor-
cionales a 1™ para B los que son proporcionales a €4y
asi sucesivamente.

A partir de la figura 5.6, y si solamente consideramos la suma
de dos vectores, encontramos que cada vector del anillo exterior
se pueden obtener mediante 4 combinaciones:

ki = ai+q, ki=ks—k;, ki=ky—q;5, ki=-ks+qu
ky = ap+q3, ko=ks— ks, ky=k;s— qg. ko =k; +qs
Q3 +q1, ks=ks+ki, ks=ks+q, ky=ko+qg

~
w
I
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Ecuaciones de amplitud y energia para un patron
de dodecagonos

ke = gs—aq1, ke=-ka+ks, kse=ksi+aqi, ke=ks—q3
(C.1)

De la misma forma, cada vector del anillo interior se forma por
medio de 4 combinaciones de 2 vectores.

G = QGs—q5, a=ks—ky, aa=ki—q, a=-kstqgs
Q2 = Q4—9qs, P=ki—k;s, q@e=ko—q3, q=k —q;
a3 = g5 +q1, a3=ks ks, as=ks —qs, azs=kys—qq

Qs = —Qs+ds, gs=—"ko+ks, gs=ks+aq, qgs=ks—qs

(C.2)

Usando la relacion: (; a;)* = ¥;a? + 2¥,—; a;a;, obtenemos
de las relaciones C.1, los términos resonantes generados por v
para las amplitudes A; del anillo exterior:

Ay 29B\By + 29 A3As + 29 A2 Bs 4 29 Ag By
A2 : 293233 + 29A4Z6 + 29143?6 + 29/4135
AG . 2gBGEI + 2922144 + 29/4481 + A5§3

De forma analoga obtenemos los términos resonante cuadrati-
cos, para las amplitudes del anillo interior B;.

Para obtener los términos resonantes producidos por 43, ne-
cesitamos determinar la suma de tres vectores que den como
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resultado un vector dado, ya sea externo (k;), o interno q,. Par-
timos de cuando k; esta formado de dos vectores (como arriba)
y cada sumando lo sustituimos por dos més.

De esta forma se tiene que k; y q; se pueden expresar de la
forma:
k; es igual a:

q+da—9qs, qt+ki—ks, qi+ko—q3, qQ@+q—qs
qQ+ks—ky, qga—ke+qgs, ks —qs—qs. ks — ks —qs
—kst+aqi+as, —ks+ke+aqs, ke —ks+aqs, —qs5+ks— ke,

ademas de las identidades triviales:
ki = ki+q—q, i=12 k=k+k -k, i=12
q; es igual a:

ki+as—aqs, ki—ki+ks, ki —ks+ks, ki —ky+qs
—q2+ky—ks, —q+ks—q5, —q—kst+qs, —ks—ky+ks
—ks +ks —qs, qs+ks+q3, qst+ks—ky, k3—qs5—qu,

ademas de las identidades:
QqQ = q4+q9—-q, =12 qq=q+k -k, i=12
Para los otros vectores hacemos lo mismo.

Usando la relacion:
)P =% aj? +3> dla;+6 Y a;ajay
J J i#] i#FF#jFh
obtenemos los terminos resonantes de 13 y especificos del
patréon dodecagonal:
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Ecuaciones de amplitud y energia para un patron
de dodecagonos

= Para A; son:

(C.3)
6B1B4§6, 6BQBgE5, 6A3_B_6§5, 6X5AQBG
6312425, 6BQA3Z4, 6A326§3, 6ESA41—4—6
6B1A2§3, 6B2/—4-6B6, 6Z5B4B3, 6A2B4Z4
» Para B; son:
(C.4)

6A1B6§4, 6A124A5, 61412233, 63@427(4
6?2 A3Z5, 6?2 A2§5, 6§2—A_6 B4 5 6A3§5§4
62622143, 6Z6A5§5, 6BﬁZ5B3, 6Z4B4Bg

Desde luego hay que agregar las que provienen de las identidades
triviales:

3 AlzlAl, 3A2—A2A2, 3A3Z3A2,...
6 AA1Ay, 6A,A A5, 6A,A Ay, ...

3 B1B\B,, 3ByByB,, 3B3B3DBs, ...
6 BlElBQ, 6B1§133, 6B1—B—IB4,...
iy B

Finalmente las ecuaciones para las amplitudes quedan de la for-
ma:

Para A;:
815141 = EAI + 2(]31 BQ -+ 2(]A3Z5 + 2(]142§5 + 202634
s 2 6 6
b (00— 5h) A (BAF 46X AP +6 T IBF) A
c =2 i=1

— {la suma de los términos C.3}

95



Para B;:
By = €B1+29A By + 29AsBg + 29B3Bs + 29 A3 A,
+ (am = —2%6051)2 B — (3131|2 + 622 | Bi|* + 62 |Ai|2> By
— {la suma de los términos C.4}

De la misma forma se obtienen las otras ecuaciones que faltan,
ademas de las conjugadas.

Las ecuaciones para A; son equivalentes entre si, y lo mismo
para las de B;. Suponemos por simeria que A; = Ay = A3 =
A4:A5:A6:AyBl:BQIB3:B4:B5:B(;:B, con
A, B reales. Entonces el sistema de ecuaciones que nos propor-
cionara las soluciones estacionarias y uniformes queda como:

€A + 29(A®+ B?) +49AB
(334° +12B% + 60AB? + 36A?B) =0  (C.5)

eB + 2g(A*+ B?) 4 49AB
— (33B® +124% + 60A°B + 36AB%) =0 (C.6)

Obsérvese que estas ecuaciones son las mismas si intercambio
A por B o viceversa.

Por otro lado, de la misma forma que ya se describié en di-
versos capitulos, las ecuaciones de amplitud se pueden escribir
derivando una funcional de energia, la cual en este caso, después
de un largo célculo, esta dada por:

Fiose = —6€¢(A*+ B?) —8g(A + B)?
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+ 3(334" +33B* + 724’ B?)
+ 6(26B°A+24A°B + 24A°B?) (C.7)

Donde se ha utilizado: A] = Ay = A3 = A1 = A5 =Ag=A
y By = By = By = By = By = Bsg = B, con A y B soluciones
del sistema C.5 y C.6.
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Apéndice D

Método numérico

El método numérico empleado aqui para resolver la ecuacién
de Swift-Hohenberg y sus diversas generalizaciones para uno,
dos y tres modos, fue desarrollado por Cross et al. en 1994 [13].
Ellos utilizaron una técnica pseudoespectral y algo asi como un
método ‘predictor corrector’ que ahora explicaremos.

Por simplicidad ilustraremos el método para un modo, en el
entendido que para los otros modos es completamente similar.

Sea la ecuacion de Swift-Hohemberg:
Op = ep — (V2 + 1)%) + ¢ — 43 (D.1)
Iniciemos suponiendo que la solucién que queremos es real. y

definamos su tranformada de Fourier como:

; 1 L, s
== 7 14T ,—1qyY
(Gz: @y, t) Ll,Ly/o dﬂc/0 dyy(z,y,t)e *=%e (D.2)

Donde L, y L, son las dimensiones del sistema considerado,
en las direcciones z e .

Si considere una malla rectangular de dimensiones L, x L, y
discretizamos las posiciones z y y:
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donder= 1, .. Ny 31=1,... KN

y ey Y

Sobre dicha malla ¢ se define como:

Ny

N, ) )
S5 S iy e e WY (D.3)

i=1 j=1

~ 1
2 Qy,t) =
d)(q ‘q./ ) NxNy

Observa que los numeros de onda deben estar restringidos al
conjunto

2m1 21y
qz = Y a1
4 N ¢ Ny

con: —N, /2 <i< N, /2y 0<j<N,/2

Esto tltimo es consecuencia de de que 1)(—¢) = 1(q), siendo
Y(x) real.

Ahora considera la ecuacion de Swift-Hohemberg escrita de
la siguiente forma:

Op = e — (V2 + 1)% + N(3) (D.4)

Donde el término N () = 1? — ¢? se refiere a la parte no
lineal:

Tomando la transformada de fourier de ambos lados de la
ecuacion, obtenemos:

O = anh + N (%) (D.5)
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Donde: o = € — [1 — (g2 + (173)]2

La transformada del término nolineal se realiza por medio de
la técnica pseudoespectral, en el cual las derivadas se realizan
en el espacio de fourier y los productos en el espacio fisico. En
este caso no tenemos derivadas.

Multiplicando ambos lados de la ecuacién D.5 por un factor
de integracién apropiado(e*") e integrando, obtenemos:
~ t+At ~  ~
e~y — /t N()e*dt (D.6)

Con el proposito de integrar los terminos no lineales explici-
tamente, supondremos que el termino no lineal se puede apro-
ximar, en el intervalo t < ¢’ < ¢+ At, por un desarrollo en serie
de Taylor de primer orden:

N = Ny + Ny(t' —¢t)

COIl:

Ny = N@() (D.7)

N = .
| 5 D3

Realizando la integracién podemos calcular de manera aproxi-
mada (¢ + At) conociendo 1(t), para todos los pasos (¢, q,):

Dt + At) = p()e*® + Ny + N ;

eaAt _ 1:l

et — 1 — aAt}
o
(D.9)
Para evaluar N, usamos el valor de U(t + At) obtenido de la
misma ecuacién, pero con N, = 0 [13].
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Finalmente realizamos la transformada inversa de Fourier pa-
ra obtener

P(t + At)

Este algoritmo es rdapido (se pueden emplear valores de At
del orden de 1) y preciso, comparado con otros algoritmos que
utilizan método de Euler y diferencias finitas.
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Apéndice E
Programa en FORTRAN

Aqui presentamos las rutinas desarrolladas mas importantes:

Programa principal.

include "imagen.f”

include " fftr2d.{”

include " derivalif.f”

program main

implicit none

Integer nmax, nmaxsqrt,nj

parameter (nmax = 512)

parameter (nmaxsqrt = 32)

real*8 dx,dt,epsilon,alf, alf2

integer ip(0 : nmaxsqrt + 1), nl, n2, i,j,t,nt,tt
real*8 a(0 : nmax - 1, 0 : nmax - 1), w(0 : nmax * 3 / 2 - 1),
1 nolil(0 : nmax - 1, 0 : nmax - 1),

1 noli2(0 : nmax - 1, 0 : nmax - 1),

1 a-t(0 : nmax - 1, 0 : nmax - 1),

1 A-mas(0 : nmax - 1, 0 : nmax - 1)
character*30 ima

write (*, *) 'Iteraciones 7’
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Programa en FORTRAN

read (*, *)nt

ip(0) = 0, nj= 256, nl=nj, n2=nj, epsilon =1.0
dx= .4 df= 1.1

Cc matrix de derivada eps-(1-(kx**24ky**2)**2
call derivalif(dx,nj,epsilon,A-mas)

Ccc datos iniciales

call putdata2d(nmax, nl, n2,dx, a)

do i=0,n1-1

do j=0,n2-1

write(7,%)i,j,a(i,j)

end do

end do

¢ inicia loop temporal

da tt=1, nt

C construye la parte no lineal y transforma
call nolineal(n1,n2,a,nolil)

C transforma los datos de entrada

call fftr2d(nmax, nl, n2, 1, a, ip, w)

C calcula primera parte del algoritmo de Cross
alf=0.

do i=0, nl-1

do j=0, n2-1

alf=A-mas(i,j)

a(i,j)= a(i,j)*exp(dt*alf)+ nolil(i,j)*(exp(alf*dt)- 1.)/alf
end do

end do

C copio y transformo

do i=0, nl1-1

do j=0, n2-1

a-t(i,j)=a(i.j)
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end do

end do

call fitr2d(nmax, nl, n2, -1, a-t, ip, w)
Cc normalizas

do i=0,n1-1

do j=0,n2-1
a-t(i,j)=a-t(i,j)*2.d0/(n1*n2)

end do

end do

call nolineal(n1,n2,a-t,noli2)

Cc segundo termino de Cross
alf2=0.

do i=0,n1-1

do j=0,n2-1

alf2=A-mas(i,j)

a(ij)= a(ij)+

1 (noli2(i,j)-nolil(i,j))*(exp(alf2*dt) - 1.- alf2*dt) /(dt*alf2**2)
end do

end do

c regresa al espacio fisico

call fitr2d(nmax, nl, n2, -1, a, ip, w)
Cc normalizas

do i=0,n1-1

do j=0,n2-1
a(i,j)=a(i,j)*2.d0/(n1*n2)

end do

end do

end do

ima="tres.pgm’

call image(ima,nj,a)

104



Programa en FORTRAN

end

subroutine putdata2d(nlmax, nl, n2,dx, a)
integer nlmax, nl, n2, j1, j2, seed

real*8 dx

real*8 a(0 : nlmax - 1, 0 : *), drnd

seed = 0

do j2 = 0, n2-1

do j1 = 0, nl1-1

a(jl, j2) = drnd(seed)

Cec a(jl1, j2) = 0.5%(cos(sqrt(2.)*dx*j1)+cos(dx*j2))
end do

end do

end

! random number generator, 0 j= drnd 1
real*8 function drnd(seed)

integer seed

seed = mod(seed * 7141 + 54773, 259200)
drnd = seed * (1.0d0 / 259200)

end

subroutine nolineal(n1,n2 aa,nli)

implicit none

integer nmax, nmaxsqrt,nj

parameter (nmax = 512)

parameter (nmaxsqrt = 32)

integer ip(0 : nmaxsqrt + 1), nl, n2, i,j
real*8 aa(0 : nmax - 1,0 : nmax - 1), w(0 : nmax * 3 / 2- 1),
1 nli(0 : nmax - 1, 0 : nmax - 1)

ip(0) =0

do i=0, n1-1

do j=0, n2-1



nli(i,j)= aa(i,j)**2 - aa(i,j)**3

end do

end do

call fftr2d(nmax, n1, n2, 1, nli, ip, w)
return

end

Rutina para obtener la matriz de derivadas
subroutine derivalif(dx,nj,epsilon,A-mas)
implicit none

integer*4 nj,nmax

parameter( nmax=>512 )

Integer*4 1,1,

Real*8 alfa(0 : nmax - 1),beta(0 : nmax - 1)
Real*8 dx, pi,epsilon,q,q1,q2,C

real*8 A-mas(0 : nmax - 1, 0 : nmax - 1)
pi=3.141592653589793 ql =sqrt(2.) q2 =sqrt(3.)
C=15.

dol =0, nj/2

if (I .eq. 0 )then

beta(0) = 2.0 * 1 * pi /(dx*nj)

else

if (I .eq. nj/2 )then

beta(l) = 2.0 * 1 * pi / (dx * nj)

else

beta(2 * 1) = 2.0 *1 * pi / (dx * nj)
beta(2*14 1) =2.0 *1* pi / (dx * nj)
end if

end if

end do

do 1=0,nj-1
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if (1.le.nj/2) then

alfa(1)=2.0*pi*(1) /(nj*dx)

else

alfa(1)=-2.0*pi*(nj-1) /(nj*dx)

end if

end do

do i=0,nj-1

do j=0,nj-1

A-mas(i,j)= epsilon -

1 C*(1- (alfa(j)**2 + beta(i)**2))**2 * ( q1**2 -(alfa(j)**2

1 beta(i)**2) )**2*(q2**2- (alfa(j)**2 + beta(i)**2))**2
end do

end do

return

end
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